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١ فصل

شب΋ه گرافو نظریه

مقدمه ١.١

کرد منتشر مقاله�ای هجدهم، قرن مشهور ریاضیدان (١٧٠٧-١٧٨٣) ١ اویلر� میلادی، ١٧٣۶ سال در

نخستین مقاله این شده�بود. استفاده� ٢ کونی΋سبرگ� پل�های مسئله حل برای گراف مفهوم از آن در که

مسئله شده�است. استفاده ͳریاض مسئله Έی حل در آن�ها خواص و گراف�ها از آن در که است اثری

است: زیر شرح به کونی΋سبرگ پل�های

ͳ΋کوچ جزیره کامل برگرفتن در از پس ٣ پرگل� رودخانه است، شده داده نشان ١.١ ش΋ل در چنانکه

آن در هفت�گانه پل�های و پرگل رودخانه :١.١ ش΋ل

چنانکه م�ͳکند. عبور کونی΋سبرگ شهر از دوشاخه�ای صورت به ͳ΋کوچ مسیر ͳط با و نیفاف نام به

١Euler ٢Konigsberg ٣Pregel

١



٢ شب΋ه و گراف نظریه .١ فصل

ش΋ل این براساس است. شده نصب رودخانه روی بر پل هفت منطقه این در م�ͳشود مشاهده ش΋ل در

ی΋دیΎر به g و f،e،d،c،b،a پل�های طریق از که هستند D و C،B،A منطقه چهار شامل ͳ΋خش مناطق

شهر از قسمت Έی از تا ،ͳراه آن از عبارتست کونی΋سبرگ پل�های معروف مسئله شده�اند. متصل

بازگردیم. شهر قسمت همان به پل�ها ͳتمام از ی�Έبار فقط و Έی گذر از پس و کنیم حرکت به شروع

ثابت خود مقاله در اویلر فرضم�ͳشود.) شهر از ͳقسمت نیفافهم دارد؟(جزیره وجود مسیری چنین آیا

مختلف مناطق کرد. طرح زیر ش΋ل به را مسئله وی ندارد. ͳحل کونی΋سبرگ پل�های مسئله که کرد

را منطقه دور که ͳخط پاره توسط را منطقه دو هر بین پل�های و ͳ΋کوچ دایره�های صورت به را شهر

را کاربرد به مسئله صورت نمایش برای اویلر که ͳروش ش΋ل٢.١ م�ͳدهیم. نمایش م�ͳکند وصل به�هم

که خطوطͳ(یال�هایی) تعداد که دارد جواب ͳصورت در مسئله این که کرد ثابت اویلر م�ͳدهد. نشان

ندارد. ͳحل مسئله این پس نیست چنین ش΋ل این در چون و باشند زوج م�ͳرسند دایره(رأس) هر بر

کونی΋سبرگ پل�های گراف :٢.١ ش΋ل

نمادها تعاریفو گراف�ها: ٢.١

م�ͳشود ارائه زیرگراف و همبندی مسیرها، یال، طوقه، گراف، از ساده تعریف چند ابتدا بخش این در

و مفید پارامتر چندین نیز نهایت در و گفت خواهیم سخن وقوع و مجاورت ماتریس�های درباره سپس

م�ͳکنیم. تعریف را مهم

تعریفگراف ١.٢.١

، ۴ رأس�ها� V (G) ͳناته مجموعه از متش΋ل ،(V (G), E(G),ΨG) مرتب سه�تایی Έی G گراف

نامرتب(نه یΈجفت ،G یال هر با که است Ψ وقوع تابع و ،V (G) از مجزا و ۵ یال�ها� E(G) مجموعه

۴Vertices ۵Edges



٣ شب΋ه و گراف نظریه .١ فصل

که ͳقسم به باشند، راس�هایی v و u و یال Έی e اگر م�ͳکند. همراه را G رأس�های از مجزا) لزوما

م�ͳنامند. e انتهای دو را v و u راس�های م�ͳکند، وصل v به را u ،e م�ͳگویند آن�گاه ،Φ(e) = uv

گراف(نمودار) صورت به را بحث مورد موضوع م�ͳتوان که م�ͳنامند گراف دلیل این به را مبحث این

که هستند نموداری دارای که را گراف�هایی ندارد. وجود گراف ترسیم برای ی΋تا ͳراه داد. نمایش

که G از v راس ٧ درجه� ،G گراف در م�ͳنامند. ۶ �ͳهامن م�ͳشود، بریده آن�ها انتهای دو در تنها یال��ها

علامت�های .v راس با مجاور یال�های تعداد با است برابر میشود داده نشان dv یا deg(v) علامت به

م�ͳرود. کار به G راس�های درجه مینیمم و ماکسیمم برای ترتیب به δ(G) (G)∆و

یال�هایچندگانه و طوقه ٢.٢.١

ͳرأس ͳیال اگر م�ͳنامیم. ٨ چندگانه� یال�های را آن�ها باشد داشته وجود یال دو حداقل رأس دو بین اگر

باشد چندگانه یال�های و طوقه فاقد که ͳگراف و نامیده�م�ͳشود طوقه٩ Έی کند وصل آن خود به را

کند. متصل به�هم را راس دو این e یال گویندکه مجاور را v و u راس دو م�ͳنامیم. ١٠ گراف�ساده�

همبندی و مسیرها ٣.٢.١

یال�ها و رأس�ها متناوبأ آن جمله�های که است، W = v0e1v2e2 · · · ekvk ͳناته دنباله ،G در گشت

به v0 از ١١ �ͳگشت W م�ͳگوییم هستند. vi و vi−1 ، ei انتهای دو ،1 ≤ i ≤ k برای که ͳقسم به هستند

را v1, v2, · · · , vk−1 و W انتهای و مبدا ترتیب به را vk و v0 راسهای است. ،(v0, vk) گشت یا ،vk
v0e1v1e2 · · · ekvk گشت ساده، گراف در Wاست. طول k صحیح عدد م�ͳنامند. داخل�ͳاش راس�های

گشت e1, e2, · · · , ek یال�های اگر م�ͳشود. تعیین راس�هایش از متش΋ل v0, v1, · · · , vk دنباله وسیله به

باشند، مجزا v0, v1, v2, · · · , vk راس�های اگر براین علاوه و نامند ١٢ گذر� Έی Wرا باشند، مجزا ،W

باشد. موجود G در (u, v) مسیر اگر خوانند همبند را G uوvی راس دو م�ͳنامند. ١٣ مسیر� را W

زیرمجموعه�های به V از افرازی بنابراین است. V راس�های مجموعه در هم�ارزی رابطه Έی همبندی،

متعلق دو هر v و u اگر تنها و اگر همبندند v و uراس دو طوری�که به دارد وجود V1, V2, · · · , Vω ͳناته

اگر م�ͳنامند. G ١۴ مولفه�های� را G[V1], G[V2], · · · , G[Vω] زیرگراف�های باشند. Vi مجموعه Έی به

مولفه�های تعداد است. ناهمبند Gصورت این غیر در است، همبند G باشد، مولفه Έی دقیقا دارای G

ͳ΋ی آن انتهای و مبدا و باشد داشته مثبت طول اگر است بسته گشت م�ͳدهیم. نشان ω(G) با را G

۶Planar ٧Degree ٨Multiple edges ٩Loop ١٠Simple graph ١١Walk ١٢Trail ١٣Path
١۴Components
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است. ١۵ دور� باشند، مجزا آن مبدا و ͳداخل راس�های که بسته�ای گذر باشند.

زیرگراف ۴.٢.١

مجموعه و بوده V (G) زیرمجموعه� آن راس�های مجموعه که است ͳگراف Gگراف از ١۶ زیرگراف� Έی

زیر S اگر است. خود گراف زیر هرگراف، ترتیب بدین باشد. E(G) مجموعه زیر آن یالهای

است G گراف از ͳماکزیمال گراف زیر S وسیله به ١٧ القایی� زیرگراف باشد V (G) از مجموعه�ای

G از ١٨ سراسری� گراف زیر Έی شده تولید ͳزیرگراف همچنین م�ͳباشد. آن راس�های مجموعه S که

باشد. G راس�های همه شامل اگر است

وقوع و ماتریسمجاورت ۵.٢.١

راس�های کنیم فرض م�ͳنامند. G ١٩ ماتریس�وقوع� را آن که است متناظر v× ϵماتریس Gگراف هر به

،G وقوع ماتریس صورت این در دهیم. نمایش e1, e2, · · · , eϵ با را یال�ها و v1, v2, · · · , vν با را G

م�ͳشود. واق΄ ej بر vi که است (٢ یا ١ و دفعات(٠ mijتعداد آن در که ، M(G) = [mij] ماتریس

آن در که ،A(G) = [aij] ،ν × ν ماتریس این است، ٢٠ مجاورت� ماتریس ،G به وابسته دیΎر ماتریس

م�ͳکنند. متصل به�هم را vj و vi که است یال�هایی تعداد aij

روش سه به گراف نمایش :٣.١ ش΋ل

١۵Cycle ١۶Subgraph ١٧Induced subgraph ١٨Spanning subgraph ١٩Incedence matrix
٢٠Adjacency matrix
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خواصآن�ها و ͳمقدمات گراف�های ٣.١

گرافکامل ١.٣.١

را ͳراس n کامل گراف باشد. داشته وجود ͳیال آن راس دو هر بین اگر م�ͳنامیم ٢١ کامل� را G گراف

.n(n− 1)/2 با است برابر ͳراس کامل گراف Έی یال�های تعداد م�ͳدهیم. نشان Kn علامت با

گرافصفر ٢.٣.١

نشان Nn علامت با را راس n با ͳگراف چنین باشد. نداشته ͳیال هیچ که است ͳگراف ٢٢ صفر� گراف

گویند. ٢۴ �ͳنابدیه صورت این غیر در و ٢٣ �ͳبدیه گراف را یال هیچ بدون ͳراس تک گراف م�ͳدهیم.

Cn و Pn گراف�های ٣.٣.١

ترتیب به که م�ͳرود کار به راس n با مسیری و راس n با دوری برای ترتیب به Pn و Cn علامت�های

م�ͳشود. نامیده مسیری گراف و دوری گراف

ͳگراف�دوبخش ۴.٣.١

شود افراز V2 و V1 ͳته غیر مجموعه دو به آن راس�های مجموعه که است ͳگراف ٢۵ �ͳدوبخش گراف

ͳدوبخش گراف نباشند، مجاور نیز V2 در راس دو هیچ و نباشند مجاور V1 در راس دو هیچ به�طوری�که

دو گراف باشد. مجاور V2 از راس هر با V1 از راس هر به�طوری�که است ͳدوبخش ͳگراف نیز کامل

. |V2| = و |V1| = m آن در که م�ͳشود داده نشان Km,n علامت با کامل ͳبخش

گراف متمم ۵.٣.١

راس دو هر و V (G) = V (Ḡ) که است ͳگراف م�ͳشود داده نشان Ḡ علامت با که G گراف ٢۶ متمم�

بالعکس. و غیرمجاورند Ḡ در باشند مجاور G در که

٢١Complete ٢٢Null ٢٣Trivial ٢۴Nontrivial ٢۵Bipartite ٢۶Complement
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گراف دو اجتماع ۶.٣.١

قرار هم کنار از که است ͳگراف م�ͳشود داده نشان G1 ∪G2 علامت با که G2 و G1 گراف دو اجتماع

یال�ه). و راس�ها انطباق م�ͳشود(بدون حاصل گراف دو دادن

گراف دو مجموع ٧.٣.١

حاصل گراف کنیم متصل G2 گراف راس هر به را G1 گراف راس هر اگر G2 و G1 گراف دو ازای به

م�ͳشود. نامیده گراف دو مجموع و شده داده نشان G1 +G2 علامت با

گرافkبخش�ͳکامل ٨.٣.١

K(p1, p2, · · · , pk)علامت به و Kp1 +Kp2 + · · ·+Kpk گراف از است عبارت kبخش�ͳکامل گراف

م�ͳشود. داده نشان

گراف دو ͳحاصل�ضربخارج ٩.٣.١

ͳگراف داده�م�ͳشود، نشان G1×G2 علامت با که G2 و G1 گراف دو (ͳخارج)٢٧ حاصل�ضرب�مستقیم�

فقط و اگر مجاورند هم با (v′
1, v

′
2) و (v1, v2)راس دو و است آن راس�های مجموعه V1×V2 که است

باشد: برقرار زیر شرایط از ͳ΋ی اگر

٢٧Cartesian product
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