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کارمالاخلاقامام।جاد(ع૟ൎه�اॼسلام) ଯیدهایازدعایච໋

بهترین را یقینم و برسان ایمان درجه كاملترین به را ایمانم و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،
برسان. اعمال بهترین به را عملم و بΎردان نیتها بهترین را نیتم فرجام و ده قرار یقین

انحراف، گزند از ب�ͳپایانت رحمت با را یقینم و گردان نی΋و را نیتم خودت لطف با پروردگارا،
فرما. اصلاح است زده سر من از كه فاسدى عمل هر انتهایت، بʹ قدرت با و مصون�دار

فرما كفایت م�ͳكند مشغولم آنها به اهتمام كه را امورى و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،
تا بخش فراغتʹ عمرم ایام در و كن وادار م�ͳكنʹ درخواست من از قیامت فرداى كه كارى به مرا و
و ببخش عزت و فرما عطا وسی΄ روزى من به و كن بʹ�نیازم و بپردازم آفریده�اى آنم براى كه كارى به
ن΋ن. باطل غرور و عجب با را عبادتم و دار خالصمشغولم عبادت به و ن΋ن خودپسندى و كبر گرفتار
خودم پیش م�ͳبخشʹ مرتبه مرا مردم میان كه اندازه�اى هر به و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
براى نفسم پیش اندازه همان به م�ͳسازى پدیدار برایم كه ظاهرى عزت هر و كن خوارم مقدار همان به

آور. پدید باطنʹ خوارى من
Ϳهی با را آن و شوم بهره�مند شایسته هدایت از كه كن چنان و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
شك آن در و یابم دست درست نیت به و نروم بیرون آن از و گردم بهره�مند حق راه از و ن΋نم عوض چیز
شیطان چراگاه عمرم كه آنΎاه و بده عمر من به م�ͳگذرد تو طاعت راه در عمرم كه هنΎامʹ تا و ن΋نم
بΎیر. را جانم گردد پایدار و مح΋م تو خشم یا آورد روی من به تو سخت دشمنʹ آن΋ه از پیش شود،
عادت Ϳهی و كنʹ اصلاحش آن΋ه مΎر نΎذار من در بدانند زشت مردم كه را خصلتʹ Ϳهی پروردگارا،
در را پسندیده�اى خوى Ϳهی و سازى نی΋ش آن΋ه مΎر نΎذار باقʹ كنند سرزنشم مردم كه را ناپسندى

كنʹ. كاملش آن΋ه مΎر نΎذار ناقص من
و كن تبدیل دوستʹ به من درباره را دشمنان سخت دشمنʹ و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
نزدی΋ان دشمنʹ و اطمینان به را صالحان بدگمانʹ و ده تغییر محبت به را سركشان بدخواهʹ و حسد
مدارا دوستʹ و یارى به را نزدی΋ان كردن خوار و خوشرفتارى به را خویشان بدرفتارى و دوستʹ به را

فرما. مبدل واقعʹ دوستʹ به را كنندگان

঒ࡣت اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا

৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
غلامرضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ،ͳمقدس
بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در نم�ͳرسید. انجام
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم ستایش خدا، از

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

رشیدی رسول
١٣٩١ آبان

ଘم৤قدৎ

ঙࢡඥر඼ෙय़باৣم
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پیشΎفتار
است تصویری جبری هندسه و ͳجابجای جبر در ͳاساس مفاهیم از ͳ΋ی نظم عدد موضوع
کاستلنیوو٢ نظم عدد عنوان تحت ١٩۶۶ سال مامفورد١در دیوید توسط بار اولین که
١٨٩٣ سال در کاستلنیوو که ͳ΋کلاسی نتای; به نامΎذاری این دلیل شد. نامΎذاری
برحسب را نظم عدد مامفورد برم�ͳگردد. آورد، دست به تصویری خم�های روی بر
کاستلنیوو- نظم عدد از ͳتعریف ۴ͳاویش ١٩٨٢ سال در و کرد مطرح بافه٣ کوهمولوژی
١٩٨۴ سال در گوتو و آیزنباد و کرد ارائه ͳموضع کوهمولوژی حسب بر را مامفورد

کردند. بیان مینیمال آزاد تحلیل�های حسب بر را ناوردا۵ این
گردید تبدیل ͳجذاب موضوع به نظم عدد برای ͳکران یافتن مسئله ناوردا، این ͳمعرف با

کنند. پیدا ناوردا این برای ͳکران�های توانستند زیادی افراد و
که م�ͳکنیم ثابت چندجمله�ای حلقه�ی روی ͳاساس قضیه Έی ما پایان�نامه، این در
،[١٩٩٧] چندلر٩ پیتلود۶-گیمیΎلیانو٧-جرامیتا٨[١٩٩۵]، توسط آمده دست به نتای;
بر در را [٢٠٠٣] کاویΎلیا١٣ و [٢٠٠٣] کُن΋ا١١-هرزوگ١٢ ،[٢٠٠٢] سیدمن١٠

م�ͳگیرد.
فصول در که است همولوژی و ͳجابجای جبر از ͳمطالب شامل تحقیق، این اول فصل
ͳنقش که م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳطیف دنباله�های دوم فصل در م�ͳکنیم. استفاده آنها از بعد
آزاد تحلیل مفهوم ابتدا سوم، فصل در دارد. پایان�نامه این ͳاصل قضیه اثبات در ͳمهم
را نظم عدد بعد بخش در و م�ͳکنیم بیان را آن محاسبه ͳΎونΎچ و ͳمعرف را مدرج
حسب بر را آن معادل تعاریف ادامه در و م�ͳکنیم تعریف مینیمال آزاد تحلیل برحسب

م�ͳکنیم. بیان برش�ها١۴ و ͳموضع کوهمولوژی ،Ext ،Tor
S-مدول دو را N و M است، پایان�نامه ͳاصل فصل واق΄ در که چهارم فصل در
S = استاندارد مدرج چندجمله�ای حلقه�ی S که م�ͳگیریم نظر در مولد ͳمتناه مدرج
فرض و است m = (x۱, . . . , xn) ماکسیمال همΎن ایده�ال با K میدان روی K[x۱, . . . , xn]

است. Έی مساوی یا کمتر TorS۱ (M,N) کرول بعد م�ͳکنیم
بر H i

m(Tor
S
k (M,N)) نظم عدد برای ͳبالای کران ١-١-۴ قضیه در فوق، مفروضات با

به را زیر مهم نتیجه قضیه این از م�ͳیابیم. N و M مدولهای مدرج ͳبت اعداد حسب

١Mamford ٢Castelnuovo regularity ٣Sheaf cohomology ۴Ooishi ۵Invariant ۶Pitteloud
٧Gimigliano ٨Geramita ٩Chandler ١٠Sidman ١١Conca ١٢Herzog ١٣Caviglia
١۴Truncations

ب



م�ͳآوریم دست
reg Tork(M,N) ≤ regM + regN + k.

دست به M ⊗
S
N تانسوری حاصل�ضرب نظم عدد برای ͳبالای کران k = ۰ حالت در که

هر [٩] در کاویΎلیا٢ ٢٠٠٣ سال در و [٢٧] در سیدمن١ ،٢٠٠٢ سال در که م�ͳدهد
کردند. پیدا ͳمتفاوت ͳروش�های با Έی

م�ͳدهیم نشان نمونه برای م�ͳآوریم. دست به مدرج ͳبت اعداد بین ͳجالب روابط ادامه در
Έی مساوی یا کمتر بعد با دوری ͳمدول�های M = N = S/I و ایده�ال Έی I ⊆ S اگر

ضعیفِ تحدب شرط در p −→ tp(S/I) تاب΄ آنΎاه باشند

tn(S/I) ≤ tp(S/I) + tn−p(S/I)

مینیمال مولدهای از درجه بزرگترین tp(S/I) آن در که م�ͳکند. صدق ۱ ≤ p ≤ n هر برای
است. S/I ͳسیزیج p-اُمین همΎن̥

را ͳشرایط ایده�ال�ها، حاصل�ضرب برای ͳقضایای اثبات با فصل این سوم بخش در
بخش این در باشند. ͳخط تحلیل دارای ایده�ال Έی توان�های که م�ͳآوریم فراهم
n = ۳ حالت در را نمودند مطرح زیر شرح به [١۵] در آیزنباد۵ و ۴΁اولری که فرضیه�ای٣

م�ͳکنیم. ثابت ت�Έجمله�ای ایده�ال�های برای و
ͳخط طور به و d درجه از ی΋سان تولید با m-اولیه ͳایده�ال I ⊆ S کنید فرض فرضیه.

.In−۱ = md(n−۱) صورت این در باشد. نمایش�پذیر
م�ͳشود. ثابت n = ۳ حالت در فوق فرضیه زیر، نتیجه در I = J دادن قرار با

و d درجه�ی از ی΋سان تولید با S از همΎن ͳایده�ال�های J و I کنید فرض نتیجه؟؟.

برای J و I تحلیل�های اگر صورت این در باشند. Έی مساوی یا کمتر بعˇدهای با
و باشند ͳخط نمایش دارای J و I اگر نمونه، باشند.(برای ͳخط مرحله ⌈(n − ۱)/۲⌉

آنΎاه باشند m-اولیه ایده�ال�های J و I اگر بویژه دارد. ͳخط تحلیل IJ آنΎاه ،( n ≤ ۳

.IJ = m۲d

تحت که م�ͳکند بیان قضیه این م�ͳکنیم. اثبات را [٢۵] در ۶ رومر از قضیه�ای آخر در
دارند. ͳخط تحلیل ایده�ال، Έی توان�های همه�ی ͳشرایط چه

١Sidman ٢Caviglia ٣Conjecture ۴Ulrich ۵Eisenbud ۶Römer

پ



نمادها و نشانه�ها فهرست

I شامل اول ایده�ال�های مجموعه V (I)

M R-مدول ت΋یه�گاه SuppR(M)

R حلقه اول ایده�ال�های مجموعه Spec(R)

M R-مدول وابسته اول ایده�ال�های AssR(M)

M R-مدول پوچساز AnnR(M)

M R-مدول صفر مقسوم�علیه�های مجموعه ZR(M)

R حلقه بعد dimR

M R-مدول کرول بعد dimR(M)

همبعد codim(−)

ارتفاع ht(−)

R حلقه ماکسیمال ایده�ال�های مجموعه Max(R)

M R-مدول طول lR(M)

I در ماکسیمال منظم M-رشته طول gradeR(I,M)

m ماکسیمال ایده�ال در ماکسیمال منظم M-رشته طول depthR(M)

M R-مدول ساکل SocleR(M)

M R-مدول پروژکتیو بعد pdR(M)

R-مدول�ها رسته�ی Mod(R)

ͳموضع کوهمولوژی i-امین H i
m(−)

x همΎن عنصر درجه�ی deg(x)

x به نسبت R کزول همبافت K•(x;R)

x به نسبت M کزول همبافت همولوژی مدول p-امین Hp(x;M)

K میدان روی چندجمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn]

S چندجمله�ای حلقه ماکسیمال همΎن ایده�ال m = (x۱, . . . , xn)

S ت�Έجمله��ای�هایِ تمام مجموعه�ی Mon(S)

ت



١ فصل

نیازها پیش



مطالب بهتر فهم در ͳنقشمهم که را رسته نظریه از ͳقضایای و تعاریف فصل اين در
ͳآشنای جام΄ جبر مفاهیم با خواننده که است این بر ما فرض م�ͳشویم. یادآور دارند،

است. ی΋دار گروه نیم ،R گروه ازنیم منظور پايان�نامه، اين سرتاسر در دارد.

رسته نظریه از ͳقضایای و مفاهیم ١-١

عقب A ⊗ − تابعΎون گر است قوی هموار A -سیستم S .( stronglyflat) تعریف١-١-١

کند. حفظ را برابرساز و بر

a, a′ ∈ A هر برای اگر می΋ند صدق P شرط در A -سیستم S .( conditionP ) تعریف١-١-٢

a = aqu طوری΋ه به باشند موجود u, v ∈ S و aq ∈ A آنΎاه باشد as = a′s′ طوری΋ه به s, s′ ∈ S و

.us = vs′ و a′ = aqv و

a ∈ A هر برای اگر می΋ند صدق E شرط در A -سیستم S .( conditionE) تعریف١-١-٣

و a = a′u طوری΋ه به باشند موجود u ∈ S و a′ ∈ A آنΎاه باشد as = as′ طوری΋ه به s, s′ ∈ S و

us = us′

دیΎر عبارت به یا هستند ͳ΋ی هموار بر وعقب قوی هموار های S-سیستم .۴-١-١ لم

stronglyfalt = pullbackflat

کیلپ کتاب ٢٧٢ صفحه ١۶.۵ نتیجه برهان.

صدق E و P درشرط اگر وتنها اگر ( stronglyflat) قوی هموار A -سیستم S لم١-١-۵.

کند.

[٢٨] است کیلپ کتاب ٢۶٨ صفحه قضیه در قضیه برهان برهان.

P شرط Sدر
ρ
آنΎاه باشد. S ت΋واره از راست ͳهمنهشت Έی ρ کنید فرض .۶-١-١ قضیه

موجود uρ۱ρt که u, v ∈ S دهد sρtنتیجه که s, t ∈ S هر برای اگر تنها و اگر کند ͳم صدق

us = vt طوری΋ه به باشند

کیلپ کتاب ٢۵١ صفحه در برهان برهان.

.١-١-٧ قضیه

٢



برهان.

sو ∈ S اگر وتنها اگر گویند چپ ͳان΋ی S از T مونوید زیر .( leftunitary) تعریف١-١-٨

باشد. s ∈ T آنΎاه باشد t, ts ∈ S

Έی برای T = [۱]ρ آنΎاه باشد S ازمونوید زیرمونوید Έی T کنید فرض .١-١-٩ قضیه

باشد. S از چپ ͳان΋ی مونید زیر ،T اگر وتنها اگر S از ρ راست ͳهمنهشت

زیرا است S از مونوید زیر T = [۱]ρ و باشد S از راست ͳهمنهشت Έی ρ کنیم فرض رفت: برهان.

از حال . ۱ρt۲ و ۱ρt۱ که داریم آنΎاه t۱, t۲ ∈ T .اگر t۱t۲ ∈ T که میدهیم نشان باشد t۱, t۲ ∈ T اگر

داریم لذا و است t۲ρt۱t۲ که شود ͳم نتیجه است S از راست ͳهمنهشت Έی ρ و است ۱ρt۱ این΋ه

۱ρt۲ρt۱t۲ ⇒ ۱ρt۱t۲ ⇒ t۱t۲ ∈ T = [۱]ρ

داریم است راست ͳهمنهشت ρ چون ۱ρtکه tرداریم ∈ T چون آنΎاه s ∈ S که t, ts ∈ T اگر حال

داریم حال sρts

۱ρtsρs ⇒ ۱ρs ⇒ s ∈ T = [۱]ρ

است. چپ ͳان΋ی مونوید زیر Έی T بنابراین

و X = T × T دهید قرار باشد. S از چپ ͳان΋ی زیرمونوید Έی T کنید فرض برع΋س:

وداریم است ۱ ∈ S چون و است موجود t ∈ T پس است ͳناته T چون حال .ρ = ρ(T × T )

.(۱) T ⊆ [۱]ρ داریم پس ۱ ∈ T داریم T بودن چپ ͳان΋ی به توجه وبا t, t٫ ۱ ∈ T

عضوهای ، [٩،١.۴.٣٧] لم طبق بنابراین ۱ρt داریم پس t ̸= ۱ و t ∈ [۱]ρ کنیم فرض حال

به ۱ ⩽ i ⩽ n برای (ti, ri) ∈ X طوری΋ه به است موجود w۱, ..., wn ∈ S و t۱, ..., tn, r۱, ..., rn ∈ T

طوری΋ه

۱ = t۱w۱ r۲w۲ = t۳w۳ .......... rnwn = t

r۱w۱ = t۲w۲ r۳w۳ = t۴w۴ ..........

w۱ ∈ T پس است چپ ͳان΋ی T چون حال t۱, t۱w۱ ∈ T داریم پس ۱ = t۱w۱ و ۱, t۱ ∈ T چون حال

است.واگر w۲ ∈ T پس است چپ ͳان΋ی T و t۲, t۲w۲ ∈ T چون و t۲w۲ = r۱w۱ ∈ T است.بنابراین

. rn, wn ∈ T زیرا t = rnwn ∈ T داریم پس wn ∈ T که شود ͳم نتیجه دهیم ادامه را روند این

است. (۲) [۱]ρ ⊆ T پس بود دلخواه t وچون t ∈ T بنابراین

.T = [۱]ρ داریم (۲) و (۱) از حال

٣



.( leftcolapsible) تعریف١-١-١٠

.( rightreversible) تعریف١-١-١١

مع΋وس راست (از ͳشدن له مونوید زیر P و باشد مونوید Έی S کنید فرض .١-١-١٢ قضیه

به است (P × P ) توسط شده تولید راست ͳهمنهشت σ = (P × P )̸= آنΎاه باشد S از پذیر)

است قوی هموار S

σ
و است پذیر) مع΋وس راست (از چپ از ͳشدن له [۱]σ و P ⊆ [۱]σ طوری΋ه

می΋ند). صدق P (درشرط

۴



٢ فصل

ها پوششسیستم



ͳاساس هم ͳبروریخت پوششو ٢-١

راه هم C سیستم -S باشد. سیستم -S Έی A و باشد مونوید Έی S کنید فرض تعریف٢-١-١.

از B اکید زیرسیستم Ϳهی اگر گویند A S-سیستم از پوشش Έی را f : C −→ A ͳبروریخت -S با

گوییم. پوشش Έی را C معمولا باشد.ما پوشا f |B یا B به تحدیدش f طوری΋ه به نباشد موجود C

است خودش همان که پوشش Έی دارای سیستم -S هر که دید میتوان ͳراحت به
بنویس) هستن.و.....(ادامشو داراییΈپوششسره ها سیستم -S از ͳبعض میباشد.اما

باشد. دوری باید دوری سیستم -S Έی از پوشش هر [۹, ۳٫ ۱۷٫ ۱۹] به توجه با

گوییم باشد ͳبروریخت -S Έی f : C −→ A و باشد مونوید Έی S کنید فرض تعریف٢-١-٢.

ͳریخت برو fg اگر g : B −→ C نΎاشت -S هر و B سیستم -S هر برای اگر است ͳاساس هم f

باشد. ͳبروریخت نیز g آنΎاه باشد (epi)

باشد. ͳاساس هم ͳبروریخت f اگر وتنها اگر است A از پوشش Έی f : C −→ A .٢-١-٣ لم

رفت: برهان.

fg : B −→ A که باشد طوری به g : B −→ C و باشد پوشش Έی f : C −→ A کنید فرض

ͳبروریخت g خلف) (فرض کنیم فرض . است ͳبروریخت نیز g که کنیم ͳم ثابت باشد ͳبروریخت

g دارد.پس بودن پوشش با تناقض که است ͳبروریخت f |g(B)= fg و g(B) ⫋ C داریم پس نباشد

است. ͳبروریخت

برع΋س:

چون باشد. C از اکیدی زیرسیستم B و باشد ͳهماساس ͳبروریخت f : C −→ A کنیم فرض

نیست. پوشا f |B= fg : B −→ A پس است ͳاساس هم ͳبروریخت f و نیست پوشا g : B ↪→ C

است. پوشش Έی f : C −→ A پس

است دوری A آنΎاه باشد. ͳاساس هم ͳبروریخت -S Έی f : A −→ B کنید فرض .۴-٢-١ لم

باشد. دوری B اگر وتنها اگر

رفت: برهان.

f(A)پس است دوری A چون حال .f(A) = B پس پوشاست f چون باشد دوری A کنید فرض

است. دوری B پس است دوری نیز

برع΋س:

۶



f : A −→ قبل لم طبق استو ͳاساس هم ͳبروریخت -S Έی f : A −→ B چون باشد دوری B اگر

است. دوری نیز A ، [۹, ۳٫ ۱۷٫ ۱۹] وطبق است پوشش Έی B

Έبای S
σ′ باشند.آنΎاه S از راست های ͳهمنهشت σ, σ′ و باشد مونوید Έی S کنید فرض لم٢-١-۵.

طوری΋ه به باشد موجود u ∈ S اگر وتنها اگر است ایزوموفیسم S
σ
از دوری سیستم زیر

σ′ = {(s, t) ∈ S × S; (us, ut) ∈ σ}

رفت: برهان.

است. راست ͳهمنهشت Έی {(s, t) ∈ S × S; as = at} ، a ∈ A هر و A سیستم -S هر برای

راست ͳهمنهشت Έی {(s, t) ∈ S × S; (uσ)s = (uσ)t} ، u ∈ S و σ ͳهمنهشت هر برای بنابراین

است.
S

σ′ −→
S

σ
آنΎاه σ′ = {(s, t) ∈ S × S; (us, ut) ∈ σ} طوری΋ه به باشد موجود u ∈ S اگر حال

است. S −monomorphism و است تعریف ′sσخوش 7−→ (us)σ تعریف با

برع΋س:

h(sσ′) = sh(۱σ′) = آنΎاه h(۱σ′) = uσ کنید فرض باشد. S −mono Έی h :
S

σ′ −→
S
σ
اگر

σ′ = {(s, t) ∈ S × S; (us, ut) ∈ σ} آنΎاه است Έی به Έوی خوشتعریف h چون و (us)σ

σu = {(s, t) ∈ S × S;∃u ∈ S; (us, ut) ∈ σ} ͳیعن میدهیم نمایش σu با را قبل لم در σ′

میبرند. کار به را sσut ، s(uσ)t جای به ها مقاله از ͳبعض در .

h : S
σu

−→ S
σ
، S−mono باشد. u ∈ S و S روی راست ͳهمنهشتΈی σ فرضکنید لم٢-١-۶.

uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ اگر اگروتنها پوشاست h آنΎاه بΎیرید. درنظر را sσu 7−→ (us)σ تعریف با

رفت: برهان.

موجود s ∈ S پس است uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ چون حال باشد. [x]σ ∈ S

σ
و uS ∩ [۱]σ ̸= کنید∅ فرض

داریم: حال usσ۱ طوری΋ه به است

[x]σ = [۱]σx = [us]σx = [usx]σ

داریم: حال

h([sx]σu) = [usx]σ = [x]σ

پوشاست. h بنابراین

برع΋س:

٧



s ∈ S هر ازای به ͳیعن باشد. uS∩ [۱]σ = ∅ (فرضخلف) فرضکنیم و باشد پوشا h فرضکنیم

داریم: باشد [x]σ ∈ S

σ
کنیم فرض نیست.حال usσ۱ ،

[x]σ = [۱]σx ̸= [us]σx = [usx]σ ∀s ∈ S

دهد: ͳم نشان این که

∀s ∈ S h([sx]σ) ̸= [x]σ

.uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ باشد.بنابراین ͳم فرض با تناقض Έی که نیست پوشا h که دهد ͳم نشان این که

باشد داشته سره پوشش ، دوری سیستم -S Έی اگر که دهیم ͳم نشان ما اکنون
است. ͳطبیع آن آنΎاه

Έی σ اگر باشد. S از راست ͳهمنهشت Έی ρ و باشد مونوید Έی S کنید فرض .٢-١-٧ لم

u ∈ S آنΎاه باشد ͳاساس هم ͳبروریخت Έی f : S
σ
−→ S

ρ
طوری΋ه به باشد S روی راست ͳهمنهشت

هم ͳبروریخت-S Έی sσu 7−→ sρ تعریف با f ′ :
S

σu

−→ S

ρ
و S

σu

∼=
S

σ
طوری΋ه به باشد موجود

.[۱]σu ⊆ [۱]ρ خصوصاً است. ͳاساس

. (∗) f(uσ) = ۱ρ طوری΋ه به است موجود u ∈ S پس پوشاست f :
S

σ
−→ S

ρ
چون برهان.

S − mono Έی sσ′ 7−→ (us)σ تعریف با S

σ′ −→ S

σ
نΎاشت چون حال σ′ = σu کنید فرض

به است(باتوجه S
ρ
برای پوشش Έی S

σ
چون حال پوشاست. f با آن ترکیب که ( σ′ = σu است(زیرا

داریم پس است. نیز پوشا S

σ′ −→
S

σ
نΎاشت پس است ͳاساس هم ͳبروریخت f وچون .(.٣.١.٢ لم

توان ͳم ͳراحت وبه .((∗) به توجه است(با پوشا sσ′ 7−→ sρ تعریف با f ′ :
S

σ′ −→
S

ρ
و S

σ′
∼=

S

σ

.[۱]σ′ ⊆ [۱]ρ که دید

کنیم. بیان را ͳاصل قضایای از ͳ΋ی که ایم آماده ما اکنون

نΎاشت باشد. دوری سیستم -S Έی S

ρ
و باشد مونوید Έی S کنید فرض .٢-١-٨ قضیه

اگر وتنها اگر است ͳاساس هم ͳبروریخت Έی sσ 7−→ sρ تعریف با f :
S

σ
−→ S

ρ

σ ⊆ ρ ∧ ∀u ∈ [۱]ρ ; uS ∩ [۱]σ ̸= ∅

میΎیریم: نظر در u ∈ Sو S

ρ
دوری سیستم -S هر برای ابتدا برهان.

S

ρu
∼= {[us]ρ; s ∈ S}

٨



است. S
ρ
از ͳسیستم زیر که

برای است. خوشتعریف f σچون ⊆ ρ.باشد ͳاساس هم ͳبروریخت Έی f :
S

σ
−→ S

ρ
کنید فرض

[۱]σ ∈ S

σu

باشیم داشته باید است.ما ͳاساس هم f چون پوشاست f | S
σu

:
S

σu

−→ S

ρ
، u ∈ [۱]ρ هر

?.uS ∩ [۱]σ = ∅ وبنابراین

برع΋س:

Έی A کنید فرض است. خوشتعریف f پس است σ ⊆ ρ چوم باشد. برقرار ها شرط کنیم فرض

uσ ∈ A عضو ۱ρ برای داریم است پوشا f |A چون آنΎاه باشد. پوشا f |A و باشد S
σ
از ͳسیستم زیر

موجود t ∈ S پس uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ چون .uρ۱ بنابراین . ۱ρ = f(uσ) = uρ طوری΋ه به است موجود

هر برای sσ ∈ A وبنابراین است sσuts داریم است راست ͳهمنهشت σ چون و .utσ۱ طوری΋ه به است

f تعریف طبق بنابراین و A =
S

σ
پس است S

σ
از ͳسیستم زیر A چون و است S

σ
⊆ A پس sσ ∈ S

σ

است. پوشش Έی

بنویس توضیحاتشو

R اگر باشد. دوری سیستم -S Έی S

ρ
و باشد مونوید Έی S کنید فرض .٢-١-٩ قضیه

ͳهمنهشت آنΎاه باشد uS ∩ R ̸= ∅ ، u ∈ [۱]ρ هر برای طوری΋ه به باشد [۱]ρ از مونوید زیر Έی

است. S
ρ
از پوشش Έی S

σ
و R ⊆ [۱]σ طوری΋ه به است موجود S روی σ راست

باشد. S از ͳان΋ی مونوید زیر R اگر وتنها اگر R = [۱]σ این بر علاوه

است ΀واض آنΎاه کنیم. ͳم تعریف σ = (R×R)♯ صورت به را S روی σ راست ͳهمنهشت برهان.

f دانیم ͳم کنیم. ͳم تعریف sσ 7−→ sρ صورت به را f :
S

σ
−→ S

ρ
نΎاشت .(?) R ⊆ [۱]σ که

است.(?). ͳبروریخت -S و خوشتعریف

u ∈ [۱]ρ هر برای جون و است. σ = (R × R)♯ بنابراین و R{R ⊆ ρ آنΎاه است R ⊆ [۱]ρ چون

ͳاساس هم ͳبروریخت f ͳقبل قضیه طبق پس است R ⊆ [۱]σ و uS ∩R ̸= ∅ چون و uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ ،

است.

باشد. S از ͳان΋ی زیرمونوید R اگر وتنها اگر R = [۱]σ داریم اول فصل لم طبق

تنها و اگر است Θ عضوی Έت سیستم -S از پوشش Έی S
σ
دوری سیستم -S .٢-١-١٠ نتیجه

.us ∈ [۱]σ طوری΋ه به s ∈ S باشد داشته وجود u ∈ S هر برای اگر

پس us ∈ [۱]σ طوری΋ه به باشد موجود s ∈ S مانند عضوی u ∈ S هر برای کنیم فرض برهان.

٩



Έی S
σ
بنابراین است. ͳاساس هم ͳبروریخت f :

S

σ
−→ S

Θ
٨.١.٢ قضیه وبنابه است uS ∩ [۱]σ ̸= ∅

باشد. ͳم S

Θ
برای پوشش

برع΋س:

با و است ͳاساس هم ͳبروریخت Έی f :
S

σ
−→ S

Θ
پس باشد Θ از پوشش Έی S

σ
کنیم فرض

طوری΋ه به است موجود s ∈ S پس uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ داریم u ∈ [۱] هر ازای به ٨.١.٢ قضیه توجه

.us ∈ [۱]σ

نΎاشت آنΎاه باشد دوری سیستم -S Έی S

ρ
و باشد مونوید Έی S اگر .٢-١-١١ قضیه

باشد. S از ͳزیرگروه [۱]ρ اگر تنها و اگر است ͳاساس هم S −→ S

ρ

رفت: برهان.

موجود s ∈ S عضو u ∈ [۱]ρ هر برای میدانیم ٨.١.٢ قضیه به بنا باشد ͳاساس هم S −→ S

ρ
اگر

نتیجه واین است s ∈ [۱]ρ وبنابراین sρus = ۱ داریم پس uρ۱ چون اما .us = ۱ طوری΋ه به است

است. S از ͳگروه زیر [۱]ρ که میدهد

برع΋س:

نΎاشت ٨.١.٢ قضیه وطبق uu′ ∈ {۱} داریم u ∈ [۱]ρ برای باشد.آنΎاه S از زیرگروه Έی [۱]ρ اگر

است. ͳاساس هم s 7−→ sρ تعریف با S −→ S

ρ

.( rightsimple) تعریف٢-١-١٢

که باشد σ ⊆ ρ اگر و باشد ͳالحاق ۱ با راست از ساده گروه نیم Έی S اگر .٢-١-١٣ قضیه

تعریف با S
σ

−→ S

ρ
نΎاشت آنΎاه [۱]σ ̸= {۱} که هستند. S روی راست های ͳهمنهشت ρ و σ

است. ͳاساس هم ͳبروریخت Έی sσ 7−→ sρ

و است uS ∩ [۱]σ ̸= ∅ داریم پس است. u(S\{۱}) = S\{۱} ، u ∈ S\{۱} هر برای چون برهان.

هم ͳبروریخت sσ 7−→ sρ تعریف با S
σ

−→ S

ρ
نΎاشت ٨.١.٢ قضبه به توجه با است σ ⊆ ρ چون

است. ͳاساس

(strongly flat covers)هموار پوششقویاً ٢-٢

-S با همراه C باشد. سیستم -S Έی A و باشد مونوید Έی S کنید فرض .٢-٢-١ تعریف

f و (strongly flat) هموار قویا C اگر است A از هموار قویاً پوشش Έی f : C −→ A ͳبروریخت

باشد. ͳاساس هم ͳبروریخت -S ،

١٠



است هموار قویا پوشش S
ρ
دوری سیستم -S آنΎاه باشد مونوید Έی S اگر .٢-٢-٢ قضیه

u ∈ [۱]ρ هر برای طوری΋ه به باشد R چپ از ͳشدن له مونوید زیر Έی شامل [۱]ρ اگر وتنها اگر

.uS ∩R ̸= ∅ ،

برهان.

١١



٣ فصل

نظم عدد و مدرج آزاد تحلیل



قضایا بیشتر است حلقه�چندجمله�ای� نامه پایان این در ما کار ابزار که این به توجه با
است. شده بیان حلقه این روی لم�ها و

مدرج ͳبت اعداد و مدرج آزاد تحلیل ٣-١

همه�ی که باشد پایه�ای دارای F هرگاه گوییم، مدرج آزاد را F مدول −R .٣-١-١ ن΋ته تعریفو

F ∼= ⊕
i∈I

R(ni) که باشد چنان {ni}i∈I ̮΀صحی اعداد از خانواده�ای ͳعبارت به باشد همΎن آن اعضای

است، مدرج آزادِ مدول Έی همریختِ تصویر مدرج، مدول هر که داد نشان ͳسادگ به م�ͳتوان بنابراین

،i ∈ I هر برای که Mباشد برای مولدی مجموعه {mi}i∈I و باشد مدرج R−مدول ΈیM اگر ͳیعن

پوشاست و همΎن زیر ͳهمریخت−R آنΎاه deg(mi) = ni

φ : ⊕
i∈I

R(−ni) −→ M

ei 7−→ mi

�،M از مدرج آزاد تحلیل Έی آنΎاه باشد، مدرج �R-�مدول Έی M کنید فرض .٣-١-٢ تعریف

صورت به دقیق رشته�ای

· · · // Fi
di // Fi−۱

di−۱ // · · · d۲ // F۱
d۱ // F۰

d۰ // M // ۰

همΎن�اند. �R-�همریخت�ͳهای diها، و هستند مدرج آزاد �R-�مدول�های Fiها، آن در که است

آزاد تحلیل با مدرج R−مدول Έی M و ͳموضع∗ حلقه Έی (R,m) کنید فرض تعریف٣-١-٣.

صورت به مدرج

F : · · · // Fi
di // Fi−۱

di−۱ // · · · d۲ // F۱
d۱ // F۰

d۰ // M // ۰

دیΎر عبارت به و ،Im(di) ⊆ mFi−۱ ،i ≥ ۱ هر برای هرگاه است مینیمال فوق تحلیل باشد.گوییم

باشند. صفر برابر ،همه F⊗
R
R/m همبافت نΎاشت�های

١٣



کاستلنیوو-مامفورد نظم عدد ٣-٢

با معادل تعاریف ͳبرخ همراه به کاستلنیوو-مامفورد نظم عدد ͳمعرف به بخش این در
م�ͳپردازیم. آن مورد در نتای; و قضایا سری Έی و آن

مدرج استاندارد ساختار با چندجمله�ای� حلقه S = K[x۱, . . . , xn] که است این بر فرض
است. m = (x۱, . . . , xn) همΎن ماکسیمال ایده�ال با K میدان روی

ͳمتناه مدرج S−مدول ΈیM کنید فرض کاستلنیوو-مامفورد). نظم (عدد تعریف٣-٢-١

صورت به مدرج مینیمال آزاد تحلیل با مولد

۰ // Fs
// · · · // Fi

// · · · // F۰ // M // ۰

بعد با و ͳمتناه تحلیل این طول ؟؟ گزاره و ؟؟ هیلبرت ͳسیزیج قضیه بنابر که شود باشد.(توجه

است.). برابر M پروژکتیو

هرگاه گوییم r−منظم را M مدول ،r ΀صحی عدد باشد.برای Fi مولدهای از درجه ماکسیمم bi گیریم

M نظم عدد اختصار به یا کاستلنیوو-مامفورد نظم عدد و باشد. bi − i ≤ r ،i = ۰, . . . , s هر برای

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را

reg(M) = min
{
r : bi − i ≤ r ; i = ۰, . . . , s

}
با است معادل خود این که

reg(M) = max
{
bi − i : i = ۰, . . . , s

}
.

M = ۰ اگر بعلاوه .reg(M) ≤ r هرگاه است r-منظم ،M S-مدول که گفت م�ͳتوان بنابراین،

.reg(M) = −∞ م�ͳکنیم تعریف

١۴



۴ فصل

Tor همولوژی مدول نظم عدد



ساختار با چندجمله�ای� حلقه S = K[x۱, . . . , xn] فصل، این سراسر در مقدمه:
است. m = (x۱, . . . , xn) همΎن ماکسیمال ایده�ال و K میدان روی مدرج استاندارد
م�ͳدهیم. نمایش dimK M با را M برداری فضای بعد و dimM با را M مدول کرول بعد
codimM = ؟؟، نتیجه به توجه با S از I ایده�ال و M مولد ͳمتناه مدرج S-مدول برای

.codim I = n− dim I و n− dimM

است. dimS/I همان dim I از منظور شد بیان ؟؟، تعریف در که طور همان
در که آن معادل تعابیر از M مولد ͳمتناه مدرج S-مدول نظم عدد برای فصل این در

ͳیعن م�ͳکنیم استفاده شد بیان ٣-٢ بخش

reg(M) = max
j

{
regHj

m(M) + j
}

و
reg(M) = max

p

{
reg TorSp (M,K)− p

}
؟؟، ملاحظه به توجه با ͳعبارت به یا و

reg(M) = max
p

{tp(M)− p}

.tp(M) = reg TorSp (M,K) = max{j : βij ̸= ۰} آن در که
.reg(M) = −∞ م�ͳکنیم تعریف M = ۰ اگر

Tor ͳموضع کوهمولوژی نظم عدد روی کران ١-۴

ابزار به نیازمند آن اثبات برای که م�ͳپردازیم ͳاساس قضیه Έی بیان به بخش این در
هستیم. ٢ فصل در ͳطیف دنباله کارآمد

باشند ΀صحی اعدادی k و j و مولد ͳمتناه مدرج S-مدول دو N و M کنید فرض .١-١-۴ قضیه

،p+ q = n− j + k که q و p هر برای صورت این در .dimTorS۱ (M,N) ≤ ۱ و

regHj
m

(
TorSk (M,N)

)
≤ max{X,Y, Z}

١۶



آن در که

X = tp(M) + tq(N)− n

Y = max
p′+q′=n−j+k

p′>p

{
tp′(M) + regHn−q′

m (N)
}

Z = max
p′+q′=n−j+k

p′<p

{
regHn−p′

m (M) + tq′(N)
}
.
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Abstract

Let S = K[x1, . . . , xn], let M , N be finitely generated graded S-modules, and let
m = (x1, . . . , xn) ⊆ S. We give bounds for the regularity of the local cohomology of
Tork(M,N) in terms of the graded Betti numbers of M and N , under the assumption
that dimTor1(M,N) ≤ 1. We apply the results to syzygies, products and powers of
ideals. For example we show that any homogeneous linearly presented m-primary
ideal has some power equal to a power of m; and if the first ⌈(n− 1)/2⌉ steps of the
resolution of I are linear, then I2 is a power of m.
Keywords:
Regularity, Minimal graded free resolution, Local cohomology, Graded betti number
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