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٢ ل فض
دثیٙ�هبی Έحذسرویخىدری ی

p−گزوه�هبیمثهبهیٙ

زیزگزوهوبیفزاتۍهیٙ ٢.٢

م�ͳشود، نامیده G از ماکسیمال زیرگروه Έی G Mاز سره زیرگروه Έی .٢.٢.٢ ف تغزی

.M < L < G که طوری به باشد نداشته وجود L مانند ͳزیرگروه اگر

ماکسیمال زیرگروه�های همه�ی اشتراک باشد. گروه Έی G کنیم فرض .٣.٢.٢ ف تغزی

م�ͳدهند. نشان Φ(G) علامت با را آن و گویند G ͳفراتین گروه زیر و

.Φ(G) = {e} آن�گاه ،G = {e} اگر

است. G از مشخصه زیرگروه Έی Φ(G) که م�ͳشود دیده ͳسادگ به

تنها و اگر است G از ماکسیمال زیرگروه Έی K آن�گاه باشد، K▹G اگر .۴.٢.٢ قطۍه

باشد. اول عدد Έی مرتبه�ی از گروه Έی G

K
اگر

.[[١١] از ٢.١١ لم به کنید ]رجوع اثبات.



٢ ͳمتناه P−گروه�های خودریخت�ͳهای روی حدس Έی .١ فصل

عدد اگر م�ͳشود گفته ͳمقدمات ͳآبل p−گروه Έی A ͳآبل گروه Έی .۵.٢.٢ ف تغزی

.xp = ١ باشیم داشته x ∈ A هر برای که طوری به باشد داشته وجود p اول

.۶.٢.٢ مجبل

G آن�گاه ،p
∣∣∣|G| که طوری به باشد ͳمتناه گروه Έی G اگر (کىشیٙ) .٧.٢.٢ قطۍه

دارد. p مرتبه�ی از عنصر Έی

.[[١١] از ١١.۵ [قضیه�ی به کنید رجوع اثبات.

ماتریس�های همه�ی مجموعه�ی باشد. ͳطبیع عددی n و میدان، Έی F کنیم فرض

م�ͳدهیم. نشان GL(n,F) با Fاند، در آن�ها از Έهری درایه�های که را n× n معکوس�پذیر

م�ͳدهد. یΈگروه تش΋یل ماتریس�ها ضرب عمل با GL(n,Zp) که دید م�ͳتوان ͳسادگ به

تبدیلات همه�ی مجموعه�ی باشد، F میدان روی n بعد با برداری یΈفضای V فرضکنیم

تش΋یل توابع ترکیب عمل با GL(V ) م�ͳدهیم. نشان GL(V ) با را V معکوس�پذیر ͳخط

م�ͳدهد. گروه Έی

صورت این در باشد. pn مرتبه�ی از ͳمقدمات ͳآبل یpΈ−گروه G فرضکنیم .٨.٢.٢ م ل

آن در که ،G ≃ V + که طوری به دارد وجود n بعد از Zp میدان روی برداری فضای Έی

.Aut(G) ≃ GL(V ) علاوه، به است. V برداری فضای ͳجمع گروه V +

.[[٨] از ٣.٢.۵ [لم به کنید رجوع اثبات.

است. پوچ�توان G آنگاه باشد، ͳمتناه p−گروه Έی G اگر .٩.٢.٢ قطۍه
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.[١١] از ٢٢.۴ قضیه به کنید رجوع اثبات.

اگر صورت این در .N E G و باشد پوچ�توان گروه Έی G کنیم فرض .٠.٢.٢ قطۍه

.N ∩ Z(G) ̸= ١ آن�گاه ،N ̸= ١

[٨] از ۵.٢.١٠ قضیه به کنید رجوع اثبات.

آن�گاه باشد، داشته M مانند ͳماکسیمال زیرگروه G پوچ�توان گروه اگر .٢.٢.٪٢ قطۍه

.M ▹G

. .[٨] از ٧.١.١٠ نتیجه به کنید رجوع

است پوچ�توان Gصورت این در باشد. ͳمتناه یΈگروه G فرضکنیم .٢٢.٢.٢ قطۍه

.G′ ≤ Φ(G) اگر تنها و اگر

[٨] از ۵.٣.١٠ قضیه به کنید رجوع اثبات.

.Φ(G) = G′Gp آن�گاه باشد، ͳمتناه p−گروه Έی G اگر .٢٣.٢.٢ قطۍه

.[٨] از ۶.٣.١٠ قضیه به کنید رجوع اثبات.

است. ͳمقدمات ͳآبل G

Φ(G)
آن�گاه باشد، ͳمتناه p−گروه Έی G اگر .٢۴.٢.٢ نثۍحه

.[٨] از ٧.٣.١٠ به کنید رجوع اثبات.

و اگر Φ(G) = ١ صورت این در باشد. p−گروه Έی G کنیم فرض .٢۵.٢.٢ قطۍه

باشد. ͳمقدمات ͳآبل p−گروه Έی G اگر تنها
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م�ͳشود. اثبات ͳراحت به ،(١٣.١.١) و (١٢.١.١) قضیه از استفاده با اثبات.

با را م�ͳدارند، نگه ثابت را Φ(G) عناصر که مرکزی خودریخت�ͳهای همه�ی گروه

Autc(G) از زیرگروه Έی CAutc(G)(Φ(G)) وضوح به م�ͳدهیم. نشان CAutc(G)(Φ(G))

است.

صورت این در باشد. گروه Έی G کنیم فرض .٢۶.٢.٢ گساره

CAutc(G)(Φ(G)) ∩ Inn(G) ≃ Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
.١

آن�گاه باشد، CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) اگر .٢

CAutc(G)(Φ(G)) ≃ Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
.

� اثبات.

.xZ(G) ∈ Z(
G

Z(G)
) صورت این در باشد. x ∈ Z٢(G) ∩ CG(Φ(G)) کنیم فرض .١

القا ͳخودریخت θx اگر حال .x−١g−١xg ∈ Z(G) داریم g ∈ G هر برای ͳیعن

.g−١θx(g) = g−١xgx−١ ∈ Z(G) داریم g ∈ G هر برای آنگاه باشد، x توسط شده

.θx(g) = xgx−١ = g داریم g ∈ Φ(G) هر برای حال .θx ∈ Autc(G) نتیجه در

نگاشت حال .CAutc(G)(Φ(G)) ∩ Inn(G) پس .θx ∈ CAutc(G)(Φ(G)) نتیجه در

x 7−→ θx−١ صورت به را φ : Z٢(G) ∩ CG(Φ(G)) −→ CAutc(G)(Φ(G)) ∩ Inn(G)

Έی φ م�ͳکنیم ثابت حال است. تعریف خوش φ وضوح به م�ͳکنیم. تعریف
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داریم g ∈ G و x, y ∈ Z٢(G) ∩ CG(Φ(G)) هر برای است. ͳهمریخت

θy−١x−١(g) = y−١x−١gxy = θy−١(x−١gx) = θy−١(θx−١(g)).

ͳسادگ به φ(xy)؟؟؟؟؟؟؟؟؟ = θ(xy)−١ = θy−١x−١ = θy−١θx−١ نوشت م�ͳتوان پس

.φ(x) = θx−١ = ١G آن�گاه باشد x ∈ ker(φ) اگر است. پوشا φ که دید م�ͳتوان

.x ∈ Z(G) نتیجه در .x−١gx = θx−١(g) = ١G(g) = g داریم g ∈ G هر برای پس

داریم g ∈ G هر برای آن�گاه باشد، x ∈ Z(G) اگر حال .ker(φ) ≤ Z(G) بنابراین

پس .Z(G) ≤ ker(φ) بنابراین .θx−١(g) = x−١gx = g = ١G(g) پس .[g, x] = ١

ͳریخت΋ی اول قضیه از استفاده با .ker(φ) = Z(G)

Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
≃ CAutc(G)(Φ(G)).

م�ͳشود. اثبات ͳراحت به دوم قسمت اول، قسمت از استفاده با .٢

.CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) و باشد ͳآبل غیر p−گروه Έی G اگر .٢٧.٢.٢ گساره

rank(G′∩Z(G)) = rank(Z(G)) ،Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
≃ Hom(

G

Φ(G)
, G′∩Z(G)) آن�گاه

.Z(G) ≤ Φ(G) و

مثل ͳماکسیمال زیرگروه Έی و g ∈ Z(G) دارد وجود آن�گاه ،Z(G) � Φ(G) اگر اثبات.

،(٩.١.١) قضیه و ͳکوش قضیه طبق بر .G = M⟨g⟩ نتیجه در .g /∈ M که طوری به M

صورت به را α : G −→ Gنگاشت حال دارد. وجود Z(G)∩Φ(G) در pمرتبه�ی از z عنصر
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و g١, g٢ ∈ G اگر .k ∈ {٠,١, · · · , p − ١} آن در که م�ͳکنیم تعریف mgk 7−→ mgkzk

طوری به دارند وجود k١, k٢ ∈ {٠,١, · · · , p− ١} و m١,m٢ ∈ M آن�گاه باشد، g١ = g٢

م�ͳگیریم نتیجه که gk٢−k١ ∈ M بنابراین .m−١
٢ m١ = gk٢g−k١ پس .m١g

k١ = m٢g
k٢ که

α پس .α(g١) = α(g٢) ͳیعن .m١ = m٢ و k١ = k٢ م�ͳآید دست به که .gk٢g−k١ = که١

داریم صورت این در باشد، g١, g٢ ∈ G اگر هم�چنین است. تعریف خوش

α(g١g٢) = α(m١g
k١m٢g

k٢) = α(m١m٢g
k١+k٢) = m١m٢g

k١+k٢zk١+k٢ =

m١g
k١zk١m٢g

k٢zk٢ = α(g١)α(g٢).

،α(g١) = α(g٢) باشیم داشته g١, g٢ ∈ G برای اگر حال است. ͳهمریخت Έی α پس

در .gk١zk١ = m−١
١ m٢g

k٢zk٢ = gk٢m−١
١ m٢z

k٢ پس .m١g
k١zk١ = m٢g

k٢zk٢ آن�گاه

پس .g١ = g٢ ͳیعن .m١ = m٢ و k١ = k٢ بنابراین .gk١−k٢ = m−١
١ m٢z

k٢−k١ نتیجه

هر برای حال .α ∈ Aut(G) م�ͳشود نتیجه G بودن ͳمتناه از و است Έی به Έی α

آن�گاه باشد، x ∈ Φ(G) اگر .g−١α(g) = g−km−١mgkzk = zk ∈ Z(G) داریم g ∈ G

زیرا نیست. ͳداخل ͳخودریخت Έی α اما .α ∈ CAutc(G)(Φ(G)) نتیجه در .α(x) = x

g /∈ M و g ∈ Z(G) از آن�گاه ،α = θa که طوری به a ∈ G باشد داشته وجود اگر

با تناقض این که α ∈ Inn(G) پس .g = aga−١ = θa(g) = α(g) = gz ̸= g داریم

نگاشت f ∈ CAutc(G)(Φ(G)) هر برای حال .Z(G) ≤ Φ(G) بنابراین است. گزاره فرض

وضوح به م�ͳکنیم. تعریف xΦ(G) 7−→ x−١f(x)صورت به را σf :
G

Φ(G)
−→ G′∩Z(G)

،f ∈ CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) چون حال .σf (xΦ(G)) ∈ Z(G) داریم x ∈ G هر برای
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پس .f = θa که طوری به a ∈ G دارد وجود پس

σf (xΦ(G)) = x−١f(x) = x−١θa(x) = x−١axa−١ ∈ G′.

داریم x, y ∈ G هر برای حال است. تعریف خوش σf وضوح به

σf (xyΦ(G)) = (xy)−١f(xy) = y−١x−١f(x)f(y) = x−١f(x)y−١f(y) =

σf (xΦ(G))σf (yΦ(G)).

.σf ∈ Hom(
G

Φ(G)
, G′ ∩ Z(G) پس

f 7−→ σf صورت به را α : CAutc(G)(Φ(G)) −→ Hom(
G

Φ(G)
, G′ ∩ Z(G) نگاشت حال

و f, h ∈ CAutc(G)(Φ(G)) هر برای است. تعریف خوش α وضوح به م�ͳکنیم. تعریف

داریم x ∈ G

σfh(xΦ(G)) = x−١(fh)(x) = x−١f(h(x)) = x−١f(xx−١h(x)) =

x−١f(x)f(x−١h(x)) = x−١f(x)x−١h(x) = σf (xΦ(G))σh(xΦ(G)).

است. ͳهمریخت Έی α پس

داریم x ∈ G هر برای .σ(f) = σf = I آن�گاه ،f ∈ ker(α) اگر

١ = I(xΦ(G)) = σf (xΦ(G)) = x−١f(x).

برای یΈاست. یΈبه α نتیجه در است. ͳهمان ͳخودریختΈی f پس .f(x) = x ͳیعن

x 7−→ xh(xΦ(G)) صورت به را f : G −→ G نگاشت h ∈ Hom(
G

Φ(G)
, G′ ∩Z(G)) هر

داریم x, y ∈ G هر برای م�ͳکنیم. تعریف
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f(xy) = xyh(xyΦ(G)) = xyh(xΦ(G))h(yΦ(G)) = xh(xΦ(G))yh(yΦ(G)) =

f(x)f(y).

باشد، x ∈ ker(f) اگر زیرا است. Έی به Έی نیز f است. ͳهمریخت Έی f پس

پس .x−١ = h(xΦ(G)) ∈ G′ ≤ Φ(G) نتیجه در .١ = f(x) = xh(xΦ(G)) آن�گاه

است Έی به Έی f نتیجه در .x−١ = h(xΦ(G)) = h(Φ(G)) = ١ ͳیعن x ∈ Φ(G)

داریم x ∈ G هر برای حال است. ͳخودریخت Έی f پس است، ͳمتناه G چون و

x ∈ Φ(G) هر برای هم�چنین و x−١f(x) = x−١xh(xΦ(G)) = h(xΦ(G)) ∈ Z(G)

،(١١.١.١) قضیه بنابر و است پوچ�توان G زیرا .f(x) = xh(xΦ(G)) ∈ Φ(G) داریم

داریم صورت این در .f ∈ CAutc(G)(Φ(G)) نتیجه در .G′ ≤ Φ(G)

σf (xΦ(G)) = x−١f(x) = x−١xh(xΦ(G)) = h(xΦ(G)).

صورت این در م�ͳشود. پوشا α بنابراین .α(f) = σf = h پس .σf = h ͳیعن

گزاره�ی(١.١.١۵)، از استفاده با نتیجه در .CAutc(G)(Φ(G)) ≃ Hom(
G

Φ(G)
, G′∩Z(G))

Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
≃ Hom(

G

Φ(G)
, G′ ∩ Z(G)).

طوری به باشد ٢ ͳپوچ�توان رده�ی از ͳمتناه یpΈ−گروه G فرضکنیم نثۍحه٢٨.٢.٢.

Z(G) اگر تنها و اگر CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) صورت این در است. دوری G′ که

.Z(G) ≤ Φ(G) و باشد دوری
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� اثبات.

.G′ ≤ Z(G) و است ͳغیرآبل G پس است، ٢ رده�ی از پوچ�توان گروه Έی G چون (⇐=

و rank(G′) = rank(G′ ∩ Z(G)) = rank(Z(G)) داریم ،(١۶.١.١) گزاره�ی از

Z(G) نتیجه در .rank(Z(G)) = ١ پس است، دوری G′ چون .Φ(G) ≤ Z(G)

م�ͳشود. دوری

قضیه از پس است، دوری Z(G) و ٢ رده�ی از پوچ�توان p−گروه Έی G چون (=⇒

م�ͳشود دیده ͳسادگ به ،Z(G) ≤ Φ(G) چون .CAutΦ(Z(Φ(G))) = Inn(G) (ءء)،

.CAutc(G)(Φ(G)) ≤ CAutc(G)(Z(G)) = Inn(G)

که طوری به باشد ٢ ͳپوچ�توان رده�ی از ͳمتناه p−گروه Έی G اگر .٢٩.٢.٢ نثۍحه

.Z(G) ≤ Φ(G) اگر تنها و اگر CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) آن�گاه است، دوری G′

� اثبات.

،(١۶.١.١) گزاره از استفاده با آن�گاه باشد، CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) اگر (=⇒

.Z(G) ≤ Φ(G) داریم

استفاده با .CAutc(G)(Φ(G)) ≤ CAutc(G)(Z(G)) آن�گاه باشد، Z(G) ≤ Φ(G) اگر (⇐=

م�ͳآوریم دست به نتیجه در .CAutc(G)(Z(G)) = Inn(G) داریم (ءء)، قضیه از

.CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G)
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صورت این در باشد. ͳغیرآبل ͳمتناه p−گروه Έی G کنیم فرض .٢٠.٢.٢ گساره

.Z٢(G) ∩ CG(Φ(G))

Z(G)
≃ Hom(

G

Φ(G)
, Z(G)) اگر تنها و اگر CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G)

� اثبات.

(=⇒

(⇐=

CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) آن�گاه باشد، ͳمتناه p−گروه Έی G اگر .٢.٢.٪٣ گساره

باشد. دوری Z(G) و Φ(G) = Z(G) یا G ≃ C٢ اگر تنها و اگر

� اثبات.

اگر .CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) = ١ وضوح به آن�گاه باشد، G = C٢ اگر (=⇒

.G′ ≤ Z(G) ،(١١.١.١) قضیه از آن�گاه باشد، دوری Z(G) و Z(G) = Φ(G)

داریم (ءء)، قضیه�ی از پس است. ٢ رده�ی از پوچ�توان گروه Έی G بنابراین

.CAutc(G)(Φ(G)) = CAutc(G)(Z(G)) = Inn(G)

Έی G آن�گاه باشد، ͳآبل p−گروه Έی G و CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) اگر حال (⇐=

k > ١ و exp(G) = pk اگر زیرا .exp(G) = p ͳیعن است. ͳمقدمات ͳآبل p−گروه
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θ م�ͳکنیم. تعریف x 7−→ x١+pk−١ صورت به را θ : G −→ G نگاشت آن�گاه باشد،

برای ͳیعن θ(x) = x١+pk−١
= x. داریم x ∈ G هر برای اگر زیرا است. ͳغیربدیه

θ وضوح به است. تناقض در exp(G) = pk با که ،xk−١ = ١ داریم x ∈ G هر

توجه با و است نیز ͳتکریخت ،G بودن ͳآبل به توجه با هم�چنین است. تعریف خوش

داریم x ∈ G هر برای حال است. ͳخودریخت Έی θ ،G بودن ͳمتناه به

x−١θ(x) = x−١x١+pk−١
= xpk−١ ∈ G = Z(G).

.Φ(G) = Gp ،(١٢.١.١) قضیه�ی به توجه با .G′ = ١ پس است، ͳآبل G چون

داریم نتیجه در .x = yp که طوری به y ∈ G دارد وجود x ∈ Φ(G) هر برای پس

θ(x) = θ(yp) = yp+pk = yp = x.

نگه ثابت را ͳفراتین عناصر که است ͳغیربدیه مرکزی ͳخودریخت Έی θ بنابراین

گروه Έی G چون اما است. القایی ͳخودریخت Έی θ فرض، به توجه با م�ͳدارد.

است. تناقض در θ بودن ͳغیربدیه با این که است Inn(G) = ١ پس است، ͳآبل

.k = ١ نتیجه در

ͳیعن است. مرکزی ͳخودریخت Έی α ∈ Aut(G) هر پس است، ͳآبل G چون

پس است، ͳمقدمات ͳآبل p−گروه Έی G چون ͳطرف از .Autc(G) = Aut(G)

از عضو Έی Aut(G) عضو هر نتیجه در .Φ(G) = ١ ،(١۴.١.١) قضیه از

داریم چون ͳطرف از .CAutc(G)(Φ(G)) = Aut(G) ͳیعن است. CAutc(G)(Φ(G))

.Aut(G) = ١ پس ،CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) = ١
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ͳخودریخت Έی م�ͳشود تعریف g 7−→ g−١ صورت به که f : G −→ G نگاشت

Aut(G) = ١ کردیم، ثابت این�که به توجه با است. ͳآبل گروه Έی G زیرا است.

ͳخط تبدیل Έی آن�گاه باشد، |G| > ٢ اگر حال .p = ٢ بنابراین .x = x−١ باید

نتیجه در است. تناقض در ،(٧.١.١) لم با که دارد وجود ͳغیربدیه معکوس�پذیر

.G ≃ C٢

این در باشد. ͳغیرآبل p−گروه Έی G و CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) کنیم فرض

x ∈ Φ(G) هر و g ∈ G هر برای بنابراین .Inn(G) ≤ CAutc(G)(Φ(G)) داریم صورت

هم�چنین .Φ(G) ≤ Z(G) نتیجه در .gx = xg بنابراین .gxg−١ = θg(x) = x داریم

در .Z(G) ≤ Φ(G) داریم ،(١۶.١.١) گزاره و CAutc(G)(Φ(G)) ≤ Inn(G) از

با .CAutc(G)(Z(G)) = CAutc(G)(Φ(G)) = Inn(G) بنابراین .Z(G) = Φ(G) نتیجه

م�ͳشود. دوری Z(G) (ءء)، قضیه�ی از استفاده

شرایط از ͳ΋ی در که باشد ͳمتناه ͳغیرآبل p−گروه Έی G کنیم فرض .٣٢.٢.٢ قطۍه

کند صدق زیر

rank(G′ ∩ Z(G)) ̸= rank(Z(G)) الف)

است دوری Z٢(G)

Z(G)
ب)

رتبه�ی از ͳمقدمات ͳآبل گروه Έی Z٢(G) ∩ Z(Φ(G))

Z(G)
و CG(Z(Φ(G))) = Φ(G) ج)

.s = rank(Z(G)) و r = d(G) که نباشد rs
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عناصر که است p مرتبه�ی از ͳغیرداخل مرکزی ͳخودریخت Έی دارای G صورت این در

م�ͳدارد. نگه ثابت را Φ(G)

داریم ،(١۶.١.١) گزاره�ی از صورت این در .Z(G) * Φ(G) کنیم فرض اثبات.

α مانند ͳغیرداخل مرکزی ͳخودریخت Έی دارای G پس .CAutc(G)(Φ(G)) � Inn(G)

زیرا است. p مرتبه�ی از ͳخودریخت این که م�ͳدارد. نگه ثابت را Φ(G) عناصر که است

داریم x ∈ G هر برای

αp(x)

ضابطه با را σf :
G

Φ(G)
−→ Z(G) نگاشت f ∈ CAutc(G)(Φ(G)) هر برای ابتدا در

باشیم داشته x١, x٢ ∈ G برای کنیم فرض م�ͳکنیم. تعریف xΦ(G) 7−→ x−١f(x)

نتیجه در .x١x−١
٢ ∈ Φ(G) صورت این در .x١Φ(G) = x٢Φ(G)

f(x١)f(x٢)
−١ = f(x١x

−١
٢ ) = x١x

−١
٢ .

خوش σf پس .σf (x١Φ(G)) = x−١
١ f(x١) = x−١

٢ f(x٢) = σf (xΦ(G)) بنابراین پس

σf ((x١Φ(G))(x٢Φ(G))) = σf (x١x٢Φ(G)) = داریم x١, x٢ ∈ G هر برای حال تعریفاست.

CAutΦ(G)(Z(Φ(G))) ≤ Inn(G) آن�گاه باشد، ͳمتناه GیpΈ−گروه اگر قطۍه٣٣.٢.٢.

باشد. دوری Z(G) و Φ(G) = Z(G) یا باشد ͳمقدمات ͳآبل گروه Έی G اگر تنها و اگر

� اثبات.
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،(١۴.١.١) قضیه از استفاده با آن�گاه باشد، ͳمقدمات ͳآبل گروه Έی G اگر (=⇒

x−١α(x) ∈ Φ(G) داریم، x ∈ G هر برای و α ∈ AutΦ(G) هر برای حال .Φ(G) = ١

چون ͳطرف از .AutΦ(G) = ١ بنابراین .α(x) = x نتیجه در .x−١α(x) = ١ ͳیعن

اگر .CAutΦ(Z(Φ(G))) = Inn(G) = ١ نتیجه در .Inn(G) = پس١ است، ͳآبل G

پوچ�توان یΈگروه Gپس .G′ ≤ Z(G) آن�گاه باشد، دوری Z(G) و Φ(G) = Z(G)

.CAutΦ(Z(Φ(G))) = Inn(G) = ١ (ءء)، قضیه از پس است. ٢ رده�ی از

ثابت باشد، ͳآبل گروه Έی G اگر .CAutΦ(Z(Φ(G))) ≤ Inn(G) کنیم فرض (⇐=

تابع حال است. k > ١ آن در که exp(G) = pk کنیم فرض .exp(G) = p م�ͳکنیم

،exp(G) = pk چون م�ͳکنیم. تعریف x 7−→ x١+pk−١ صورت به را θ : G −→ G

x١, x٢ ∈ G هر برای حال است. تعریف خوش θ وضوح به است. ͳغیربدیه θ پس

داریم

θ(x١x٢) = (x١x٢)
١+pk−١

= x١+pk−١

١ x١+pk−١

٢ .

.x١+pk−١

١ = x١+pk−١

٢ آن�گاه باشد، θ(x١) = θ(x٢) اگر حال است. ͳهمریخت θ پس

ͳخودریخت Έی θ پس است، ͳمتناه G چون است. Έی به Έی θ نتیجه در

داریم g ∈ G هر برای ،(١٣.١.١) قضیه از استفاده با حال است. ͳغیربدیه

هر برای نتیجه در .gp ∈ Φ(G) صورت این در .gpΦ(G) = (gΦ(G))p = Φ(G)

پس است، ͳآبل G چون .x−١θ(x) = x−١x١+pk−١
= xpk−١

= (xp)p
k−٢ داریم x ∈ G

x ∈ Φ(G) هر برای بنابراین .Φ(G) = Gp ،(١٢.١.١) قضیه از استفاده با .G′ = ١
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،exp(G) = pk چون ͳطرف از .x = yp که طوری به دارد وجود G در y مانند عضو

که θ ∈ CAutΦ(Z(Φ(G))) ≤ Inn(G) = ١ نتیجه در .θ(yp) = yp+pk = yp پس

است. ͳمقدمات ͳآبل p−گروه Έی G پس است. تناقض

.Z(G) ≤ Φ(G) م�ͳکنیم ثابت ابتدا باشد. ͳغیرآبل یpΈ−گروه G فرضکنیم حال

از M ماکسیمال زیرگروه دارد وجود صورت این در .Z(G) � Φ(G) کنیم فرض

م�ͳگیریم. نظر در را g ∈ Z(G)/M عضو حال .Z(G) � M که طوری به G

انتخاب Z(G) ∩ Φ(G) در p مرتبه�ی از z مانند عضو Έی .G = M⟨g⟩ بنابراین

k ∈ {٠,١, · · · , p − ١} و m ∈ M هر برای α : G −→ G را نگاشت م�ͳکنیم.

باشد، g١ = g٢ و g١, g٢ ∈ G اگر م�ͳکنیم. تعریف mgk 7−→ mgkzk صورت به

که طوری به k١, k٢ ∈ {٠,١, · · · , p − ١} و m١,m٢ ∈ M دارند وجود آن�گاه

نتیجه در .gk٢−k١ ∈ M بنابراین .m−١
٢ m١ = gk٢−k١ پس .m١g

k١ = m٢g
k٢

هر برای هم�چنین است. تعریف خوش α بنابراین .α(g١) = α(g٢) پس .k١ = k٢

داریم g١, g٢ ∈ G

α(g١g٢) = α(m١g
k١m٢g

k٢) = α(m١m٢g
k١+k٢) = m١m٢g

k١+k٢zk١+k٢ =

m١g
k١zk١m٢g

k٢zk٢ = α(g١)α(g٢).

است. ͳهمریخت Έی α ͳیعن

k١, k٢ ∈ {٠,١, · · · , p− ١} عناصر آن�گاه ،α(g١) = α(g٢) و g١, g٢ ∈ G اگر حال

پس .g٢ = m٢g
k٢ و g١ = m١g

k١ که طوری به دارند وجود m١,m٢ ∈ M و
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داریم قبل مانند آن�گاه .m١g
k١zk١ = α(m١g

k١) = α(m٢g
k٢) = m٢g

k٢zk٢ داریم

.gk١−k٢ ∈ M پس .gk١−k٢ = m−١
١ m٢z

k٢−k١



مزاج́

[1] J. E. Adney, Yen, T. Automorphisms of a p-group. Illinois J. Math.

9(1965), 137-143.

[2] M. J. Curran and D. J. McCaughan, Central automorphisms that

are almost inner. Comm. Algebra, 29(5), 2081–2087 (2001).

[3] Franciosi, S., Giovanni, F. D., Newell, M. L. (1994). on central au-

tomorphims of infinite groups. Comm Algebra 22(7):2559-2578.

[4] D. Gorenstein, Finite Groups, second ed., Chelsea, New York, 1980.

[5] T. W. Hungerford, Algebra, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,

New York, 1974.

[6] B. Huppert, Character Theory of Finite Groups,

[7] A. Jamali., Mousavi, H. (2002). On the central automorphisms group

of finite p-groups. Algebra Colloquium 9(11):7-14

١٧



١٨ مراج΄

[8] A. R. Jamali. Topics in the Theory of finite groups Mobtakeran Press

(2002) (in persian). 2, 3

[9] M. Morigi, On the minimal number of generators of finite non-abelian

p-groups having an abelian automorphism group, Comm Algebra

23(6), 1995, 2045-2065.

[10] D. J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups, Springer-

Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1982.

[11] J. S. Rose, A course on group theory, Cambridge University Press,

1978. 1, 2, 3

[12] J.J. Rotman, An Introduction to the Theory of Groups, Springer-

Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1995.

[13] M. Shabani Attar, ‘On central automorphisms that fix the centre

elementwise’, Arch. Math. (Basel) 89 (2007), 296–297.

[14] Attar, M. Shabani(2009) ’On the Marginal Automorphisms of a

Group’, Communications in Algebra, 37: 7, 2300 — 2308

[15] W. R. Scott, Group Theory. Englewood Cliffs 1964.

.١٣٨٧ اصفهان، دانشΎاه انتشارات جبر، ، آبادی حسن محمدی اکبر ͳعل [١۶]



١٩ مراج΄

مؤسسه�ی مدول�ها، نظریه�ی بر مقدمه�ای ،ͳپورنک محمدرضا ،ͳیاسمΈسیام [١٧]

١٣٨۴. سال شریف، ͳصنعت دانشΎاه ͳعلم انتشارات


	یک حدس روی خودریختی‌های -pگروه‌های متناهی
	زیرگروههای فراتینی

	مراجع

