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୏ودگارا،
خداوندم توست از غیر کس چه گفتم که همه این�ها و

بهترين به آمد، راه دانش چون و رسيدن. توان رستͽارى به تا مͭ�ببايد حال همه
از بعضͭ و نيست حاصل آفرينش او̰ل در و بودن. تواند را آدمͭ كه چيزها
حاصل در كه باشد چيزى مهمتر هرآينه پس شود، حاصل انديشه و بͭ�رنج آن
را بعضͭ و آيد حاصل بͭ�انديشه كه هست برخͭ ليͺن گذرانند، عمر كردنش
كه خواهد دانسته�اى شود حاصل انديشه به آنچه و بود، حاجت انديشه به ناچار
شود، دانسته كنند دانسته آن در كه انديشه بدان نادانسته اين تا كنند انديشه درو
كه دانسته�اى به را نادانسته هر بلͺه شناخت، نتوان را نادانسته هر دانسته هر از و
نادانسته انداختن راه درو كه است علم آن منطق و شناخت. توان بود او خور در

شود... دانسته دانسته به
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پیش�گفتار

منطق مͬ�بایست آن مطالعه�ی از قبل که است جدید نسبتاً منطقͬ پویا احتمالاتͬ شناختͬ منطق
سه�گانه� فصول در فراخور به و باشد شده معرفͬ احتمالاتͬ شناختͬ منطق و پویا شناختͬ منطق شناختͬ،

پرداخت. خواهیم ͷهری توصیف و معرفͬ به

مقدمه�های از بود لازم که کجا هر البته و نͽاشتم [؟] مقاله�ی مقدمه�ی از بهره�جستن با را مقدمه
کردم. استفاده نیز مقالات دیͽر

[؟] مبنای بر سپس مͬ�پردازیم، شناختͬ منطق از خلاصه�ای به [؟] و [؟] ͷکم با ابتدا ١ فصل در
درباره�ی استدلال توانایͬ اضافه�ی به است سنتͬ شناختͬ منطق همان که را احتمالاتͬ شناختͬ منطق

مͬ�کنیم. اثبات را آن تمامیت و کرده معرفͬ احتمال

شناختͬ و پویا شناختͬ از اعم پویا منطق�های معرفͬ به و است شده نوشته [؟] اساس بر ٢ فصل
تا گونه�ای سپس و عمومͬ اعلان منطق معرفͬ از پس فصل این در دارد. اختصاص احتمالاتͬ پویای
منطق احتمالاتͬ، شناختͬ منطق� از ساده� مدلͬ گرفتن نظر در با پویا شناختͬ منطق از یافته تعمیم حدی
را پویا شناختͬ منطق�های آنͺه برای مͬ�شود. اثبات آن تمامیت و شده معرفͬ احتمالاتͬ پویای شناختͬ
جهان�ها، پیشینͬ احتمال از: عبارتند که مͬ�کنیم تعریف را احتمال طبیعͬ گونه�ی سه ابتدا کنیم احتمالاتͬ
عمل�ها. مشاهده�ی در خطا احتمال و عامل�ها دیدگاه با متناظر فرایندی اساس بر عمل�ها رخداد احتمال
در فرمول هر با معادل بتوان تا مͬ�شود مطرح موضوعه�ای اصول پویا منطق�های تمامیت اثبات برای
متقابل اثرات اصول این آورد. بدست ایستا منطق�های در فرمولͬ پویا، عملͽر حذف با منطق�ها، این
ͷکم با صحت، اثبات از پس مͬ�کنند. توصیف را شناختͬ و بولͬ عملͽرهای و اتم�ها با پویا عملͽر

مͬ�گیریم. نتیجه ایستا منطق�های تمامیت از را پویا منطق�های تمامیت آنها

و مسائل با بودیم مشغول [؟] مقاله�ی جزئیات اثبات و مطالعه به ولͬ�زاده همراه به که هنͽامͬ
اشاره آنها به ملاحظه عنوان با ٢ فصل مختلف بخش�های در تناسب به که کردیم برخورد مشͺلاتͬ

کرد. خواهم

شناختͬ منطق کاربرد دادن نشان برای مثالͬ ارائه�ی منظور به و است [؟] از گرفته بر نیز ٣ فصل
پیش که است Monty Hall معروف معمای مͬ�شود ارائه که مثالͬ است. شده نͽاشته احتمالاتͬ پویای
ͷکم با صوری راه�حلͬ به مقاله این اساس بر ما ولͬ بود، نشده داده آن برای صوری راه�حلͬ مقاله این از
اختیار در معقول جوابͬ زیبایͬ به که مͬ�یابیم دست احتمالاتͬ پویای شناختͬ منطق�های از گونه�ای

سیزده
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نیافتم را آن و نمͬ�کردم استفاده [؟] از اگر کنم بیان جزئیات با نمͬ�توانستم را زیبا راه�حل این مͬ�گذارد.
کویͬ. دکتر راهنمایͬ با مͽر
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

سروکار شده مشاهده های داده از بااستفاده اقتصادی های پدیده مند نظام ی مطالعه با اقتصادسنجͬ
در اقتصادی های است.داده اقتصادی مدلهای از آماری های تحلیل علم اقتصادسنجͬ، عبارتͬ به دارد،
های داده و مقطعͬ های داده زمانͬ، سری های داده : باشند داشته وجود توانند مͬ مختلف نوع سه

. تلفیقͬ

را متغیر ͷی مقادیر که است زمانͬ سری های داده کلان، اقتصادسنجͬ کار موضوع کلͬ طور به
به حتͬ یا ͬͽهفت ماهانه، فصلͬ، سالانه، مͬ�تواند توالͬ این مͬ�کند. گیری اندازه زمانͬ متوالͬ نقاط در
نشان خود از بینͬ، پیش قابل غیر و نامانا رفتاری زمانͬ سری های داده عموم باشد. پیوسته صورت
شده مشاهده های داده کنند، مͬ عمل بایͺدیͽر تعامل در اقتصادی واحدهای که آنجا از و دهند مͬ
تقدم از ناشͬ ارتباطͬ ی ساده رفتار ͷی از ناشͬ نه و هستند پیچیده اقتصادی تعادل ͷی دهنده نشان
محقق به روش�ها کند.این مͬ ایجاد را باچندمجهول مدل�هایͬ اقتصادسنجͬ رو این از . یاتͺنولوژی و
دهد. ارائه شده کنترل آزمایش̞ͬ شرایط از غیر شرایطͬ در معلولͬ، علّͬ استنتاجͬ که مͬ�دهند اجازه
قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که را زمانͬ سری�های به مربوط مهم و اولیه تعاریف ادامه در

است. آمده مͬ�گیرند،

زمانͬ سری ٢.١

برخͬ زمانͬ سری مͬ�گویند.در سری�زمانͬ مͬ�شوند جمع�آوری زمان طول در که را هایͬ داده
مͬ�آید، دست به درهرزمان تصادفͬ طور به موردبررسͬ ویژگͬ آنجاکه وابسته�اند.از یͺدیͽر به مشاهدات
را هرمقدارحقیقͬ تواند Tمͬ که گرفت نظر در {Xt, t ∈ T} فرآیندتصادفͬ ͷی را سری�زمانͬ مͬ�توان
احتمالͬ مدل مͬ�توان مشاهدات آن از استفاده با داردکه مشاهده ͷی تنها تصادفͬ متغیر کند.هر اتخاذ

١



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ ٢

و اول گشتاورهای فرآیند، توزیع به مراجعه جای به کار سادگͬ برای آورد. بدست را سری�زمانͬ متناظر
مͬ�شود. گرفته نظر در سری مشخصه عنوان به اتوکوواریانس، تابع و دوم

ͬͽخودهمبست تابع و ͬͽهمبست ضریب ٣.١

ͬͽکرد.خودهمبست بررسͬ ͬͽضریبهمبست نام به معیاری با مͬ�توان را متغیر دو بین ارتباطخطͬ وجود
مͬ�آید.در بدست زمانͬ سری در متغیر ͷی از متفاوت زمان دو بین که است ͬͽهمبست از حالتخاصͬ نیز

مͬ�شود. معرفͬ ͬͽخودهمبست تابع بعد و بیان را ͬͽهمبست مفهوم ابتدا ادامه

ͬͽهمبست ضریب ١.٣.١

شود: مͬ تعریف زیر صورت به Y و X متغیر دو بین ͬͽهمبست ضریب

ρX,Y =
cov(X,Y )√
var(X).var(Y )

(١.١)

و Xمتغیر بین خطͬ ͬͽوابست ضریب، این باشد. متناهͬ و موجود var(Y ) و var(X) که فرض این با
داراست: نیز را زیر ویژگͬ�های ͬͽهمبست ضریب مͬ�گیرد. اندازه را Y

.۱ ≤ ρX,Y ≤ ۱ و ρX,Y = ρY,X

ͬͽخودهمبست تابع ٢.٣.١

به ͬͽهمبست مفهوم باشد، نظر مورد t − l و t زمان مشاهدات بین ͬͽوابست کردن پیدا که زمانͬ
مͬ�یابد. گسترش ͬͽخودهمبست

مͬ�دهند نشان ρl با را ضریب مͬ�گویند.این l تأخیر با ͬͽهمبست خود را Xt−l Xtو بین ͬͽهمبست ضریب
است. l از تابعͬ ضعیف، مانایͬ برقراری تحت که

ρl =
cov(Xt, Xt−l)

var(Xt)
=
γl
γ۰

(٢.١)

: تعریف بنابر و var(t) = var(t− l)ضعیف ایستای سری�های برای

ρ۰ = ۱ و ρl = ρ−l ، −۱ ≤ ρl ≤ ۱

مانایͬ ۴.١

{Xt} زمانͬ خواصسری که صورتͬ در است. اختیار در فرآیند از تحقق ͷی زمانͬ سری تحلیل در
کردن برآورد برای بتوان را تحقق این از حاصل اطلاعات که مͬ�رود انتظار نͺند، تغییر زمان گذر در



٣ ͳمانای .۴.١

تغییر زمان انتقال با خواصش که زمانͬ سری برد. کار به آن آینده مقادیر بینͬ وپیش {Xt} های مشخصه
گویند. مانا زمانͬ سری ͷی نͺند،

یͷشوک اثر در اگر یعنͬ است بودن بازگشتͬ میانͽین مانا، زمانͬ سری�های کاربردی و توجه مورد ویژگͬ
به مͬ�گردد. باز قبلͬ حالت به دوباره شود، خارج میانͽین حول نوسان و تعادل حالت از سری ناگهانͬ،
وارد شوکͬ آن، در تحو̰ل ایجاد برای است. خصوصͬ بخش گذاری سرمایه Xt کنید فرض مثال عنوان
بعد باشد، مانا مذکور سری این�که فرض با دهد. افزایش واحد ده اندازه به را سرمایه�گذاری که میشود

مͬ�گردد. باز قبلͬ تعادل به سری و نمͬ�ماند باقͬ شوک آن از اثری سال چند گذشت از

قوی مانایͬ ١.۴.١

(xt۱+t , xt۲+t , ..., xtk+t
) باتوزیع (xt۱ , xt۲ , ..., xtk) توأم توزیع اگر گویند قوی مانای را {Xt} سری

عدد k از ای مجموعه (t۱, ..., tk) و دلخواه مثبت صحیح عدد ͷی k.باشد یͺسان t از هرمقدار برای
است. مثبت صحیح

تغییر زمان، انتقال به نسبت (xt۱ , xt۲ , ..., xtk) توأم توزیع که کند مͬ بیان قوی مانایͬ دیͽر عبارت به
شود. مͬ تأیید سختͬ به عمل در و است قوی بسیار شرط کند.این نمͬ�

ضعیف مانایͬ ٢.۴.١

تغییر زمان طول در Xt−l و Xt کوواریانس و Xt میانͽین اگر است ضعیف مانای {Xt} زمانͬ سری
.یعنͬ: نͺند

E(Xt) = µ , cov(Xt, Xt−l) = γl

است. ثابت عددی µ و lتأخیر با ͬͽهمبست خود γl

خالص اغتشاش ٣.۴.١

نوفه تصادفͬ فرآیند را ثابت واریانس و بامیانͽین هم�توزیع، و ناهمبسته تصادفͬ ازمتغیرهای ای دنباله
Xt ∼WN(۰, σ۲) دهند: مͬ نشان مقابل نماد با را آن و گویند نوآوری عامل یا خالص اغتشاش سفید،

γ(l) = cov(Xt, Xt+l) = ۰ داریم: فرآیندی چنین برای

ρ(l) =

{
۱ l = ۰
۰ l ̸= ۰

داشته نرمال توزیع Xtاگر. (ρl = ۰∀l > ۰) ندارد حافظه و است ضعیف مانای خالص اغتشاش فرآیند
مͬ�شود. قوی مانای خالص اغتشاش فرآیند باشد،
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قطعͬ روند و تصادفͬ روند ۴.۴.١

متغیرها این زمانͬ روند دهند. مͬ نشان خود از ͬͺسیستماتی تغییرات معمولا نامانا، زمانͬ سری�های
نیست، پیش�بینͬ قابل آن�ها حرکت مسیر که ای گونه مͬ�کند،به تغییر تصادفͬ صورت به زمان طول در
ͷی با دارد، واحد ریشه که سری مثال عنوان به است. تصادف١ͬ روند دارای متغیر گویند مͬ اصطلاحاً

است. تصادفͬ روند دارای لذا و مͬ�کند تغییر بینͬ پیش قابل غیر ͷسیستماتی الͽوی
روند جزء سری به شوک شدن اثروارد در که است مفهوم این به زمانͬ سری ͷی در تصادفͬ روند وجود
متغیر سطح دائمͬ صورت به زمانͬ سری این به وارده شوک یعنͬ این و شود مͬ متأثّر آن از نیز تصادفͬ

نمͬ�گردد. باز اولیه تعادل به سری دیͽر و مͬ�دهد تغییر را

کلͬ مسیر دیͽر عبارت به یا باشند، پیش�بینͬ قابل کاملا روندی دارای که متغیرهایͬ دیͽر طرف از
دارند. قطع٢ͬ زمانͬ روند باشد، پیش�بینͬ قابل زمان طول در متغیر حرکت

عام خطͬ فرآیند ۵.١

نمودار روی است.از نمودارسری�زمانͬ رسم روش، ساده�ترین و اولین سری�زمانͬ، ͷی بررسͬ برای
بخصوصͬ مدل از باید هرسری رفتار تبیین برای بنابراین نیست، یͺسان رفتارسری�ها که مͬ�شویم متوجه
سری�زمانͬ ͷکرده�اند.ی ایفا داده�ها تحلیل در را مهمͬ نقش خطͬ سری�زمانͬ مدل�های کرد. استفاده

نوشت: زیر صورت به را آن بتوان اگر مͬ�نامند عام راخطͬ

X(t) =

∞∑
j=−∞

ψjzt−j (٣.١)

حقیقͬ اعداد از (∑∞
j=−∞ |ψj | < جمع�پذیر(∞ مطلقاً دنباله�ی {ψj} و {zt} ∼ WN(۰, σ۲)آن در که

است. {Xt} زمانͬ سری مانایͬ معادل ،ψjضرایب بودن جمع�پذیر مطلقاً شرط باشد.

اتوکوواریانس تابع با مانا ، {Xt} عام خطͬ فرآیند عام). خطͬ فرآیند کوواریانس (تابع ١.۵.١ قضیه
است: زیر

γX(h) = σ۲
+∞∑

i=−∞
ψiψi+h (۴.١)

: tهر برای مͬ�شود. ثابت دوم و اول گشتاورهای وجود نخست برهان.

E(X۲
t ) = var(Xt) = σ۲

+∞∑
i=−∞

ψ۲
j < +∞

١ Stochastic trend
٢ Deterministic trend



۵ عام ͳخط فرآیند .۵.١

E(Xt) =
∑
ψjE(Zt−j) = علاوه به مͬ�شود. ∞∑نتیجه

j=−∞ |ψj همͽرایͬ| از
∑+∞

i=−∞ ψ۲
j همͽرایͬ است.

و ۰

cov(Xt, Xt+h) =
+∞∑

i=−∞

+∞∑
j=−∞

ψiψjcov(Zt−i, Zt+h−j) = σ۲
+∞∑

i=−∞
ψiψi+h (۵.١)

مͬ�شود. کامل اثبات و است h از تابعͬ که

متحرک اتورگرسیو�میانͽین مدل ١.۵.١

هستند.گویند سری�زمانͬ مدل�هایخطͬ مشهورترین از (ARMA)متحرک اتورگرسیو-میانͽین مدل�های
عملͽرهای آن در که باشد Zt ∼WN(۰, σ۲) و ϕp(B)Xt = Θq(B)Zt اگر Xt ∼ ARMA(p, q)

ϕp(B) = ۱ − ϕ۱B − · · · − ϕpB
p (۶.١)

و

Θ(B) = ۱ ++ · · ·+ΘqB
q (٧.١)

پس�بر٣ عملͽر B و مͬ�شوند نامیده q مرتبه متحرک میانͽین و p مرتبه اتورگرسیو عملͽرهای ترتیب به
BkXt = Xt−k یعنͬ است

اتورگرسیو مدل ٢.۵.١

درمͬ�آید: زیر صورت به مدل باشد، q = ۰ ،ARMA(p, q)مدل در اگر

Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · · − ϕpXt−p = Zt (٨.١)

را ۶.١ تعریف همان ϕ(B) که داد نمایش ϕ(B)Xt = Zt شͺل به را آن مختصر صورت به توان مͬ که
سری را {Xt} زمانͬ سری حالت این در مͬ�گویند. نیز AR(p) مشخصه�ی چندجمله�ای را ϕ(B) دارد.

مͬ�دهند. نمایش {Xt} ∼ AR(p) نماد با و نامیده p مرتبه اتورگرسیو زمانͬ
قرار استفاده مورد سری، فعلͬ مقادیر پیشͽوی عنوان به را سری گذشته�ی از مقادیری اتورگرسیو، مدل�های
سری�زمانͬ تأخیری متغیرهای و سری�زمانͬ متغیرهای بین زمان اختلاف به اتورگرسیو مرتبه�ی مͬ�دهند.
قبل، دوره در سری مقدار AR(۱) مدل در مثال برای دارد. اشاره شود، مͬ استفاده پیشͽو عنوان به که
زیر شͺل به را سری این آید. کار به فعلͬ زمان در سری مقدار پیشͽویͬ در مͬ�تواند t− زمان۱ در یعنͬ

مͬ�دهند: نشان

Xt = ϕ۱Xt−۱ + Zt

٣ lag operator
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باشد، خالص اغتشاش {Zt} فرآیند این�که بافرض Xt =
Zt

۱ − ϕB
داریم: پس�بر عملͽر از استفاده با

با: است برابر {Xt} واریانس و امید

E(Xt) = ۰ , var(Xt) =
σ۲

۱ − ϕ۲

ͬͽخودهمبست و اتوکوواریانس تابع و

cov(yt, yt−k
) =

ϕkσ۲

۱ − ϕ۲

و

corr(yt, yt−k) = ϕk

باشد. | ϕ |> ۱ است کافͬ کند صدق مانایͬ شرایط در اول، مرتبه�ی اتورگرسیو سری این�که برای است.
شود مͬ نامتناهͬ واریانس اینͺه علت به و است واحد ریشه دارای سری گویند مͬ باشد ϕ = ۱ اگر

نیست. مانا دیͽر
لحاظ از باید ϕ(B) = ۰ ریشه�های که این�است pمرتبه�ی اتورگرسیو مدل مانایͬ شرط کلͬ طور به

باشد. ͷی از بیشتر قدرمطلق

متحرک میانͽین مدل ٣.۵.١

{Xt} نماد∽ با را آن و مͬ�شود نامیده q مرتبه�ی متحرک میانͽین سری زمانͬ، سری باشد، p = ۰ اگر
آید: مͬ در زیر صورت به ARMA(۰, q)مدل صورت این در مͬ�دهند. نمایش� MA(q)

Xt = Zt + θ۱Zt−۱ + · · ·+ θqZt−q

مشخصه�ی چندجمله�ای آن به و دارد را تعریف٧.١ همان θ(B) که Xt = θ(B)Ztخلاصه طور به یا
خالص) سفید(اغتشاش نوفه�ی از خطͬ ترکیب چون متحرک، میانͽین سری مͬ�شود. گفته� مدلMAنیز

است. ضعیف مانای لذا و مͬ�ماند تغییر بدون زمان، طول در آن اول گشتاور دو است،
شͺل به نامتناهͬ اتورگرسیو مدل ͷی صورت به توان مͬ qرا مرتبه�ی متحرک میانͽین مدل

Xt =

∞∑
j=۱

πjXt−j + zt (٩.١)

گفته صورت این در باشد. ͷی از بیشتر قدرمطلق لحاظ از ،θ(L) = ۰ ریشه�های اگر فقط و اگر نوشت
است. پذیر وارون متحرک، میانͽین الͽوی مͬ�شود



٧ چندمتغیره ͳزمان سری .۶.١

چندمتغیره زمانͬ سری ۶.١

تغییرقیمت شده�است. جهانͬ مالͬ بازارهای به�هم�پیوستن باعث جهانͬ�شده، اقتصاد و اینترنتͬ ارتباط
پیش از بیش مالͬ، بازارهای بنابراین مͬ�گذارد. تأثیر دیͽر بازارهای بر باسرعت، و آسانͬ به بازار ͷی در
کسب�کند، بیشتری اطلاعات جهانͬ، مالͬ پویای ساختار از بخواهد فردی اگر وابسته�شده�اند. به�یͺدیͽر
شرایطͬ تحت بازار، ͷی ممͺن�است مثال، عنوان به قرار�دهد. بررسͬ مورد توأماً را بازارها این باید ناچار
چطور اینͺه دانستن علت، همین به شود معͺوس ارتباط این شرایط، تغییر با و باشد اثرگذار دیͽر بازار بر
مدل�های�سری�زمانͬ بخش این است.در برخوردار� فوق�العاده�ای اهمیت از ارتباطند در یͺدیͽر با بازارها

مͬ�پردازد. همزمان به�طور سری چند رفتار به که مͬ�کنیم معرفͬ را چندمتغیره

چندمتغیره سری�زمانͬ را مͬ�شود جمع�آوری یͷسری�زمانͬ بیش�از برای همزمان طور به که مشاهداتͬ
زمانͬ سری k گفته�مͬ�شود. مؤلفه ͷی مذکور سری�های از ͷی هر به که نامیده�اند برداری سری�زمانͬ یا
{Xt} سری�زمانͬ (k×۱) بردار چندمتغیره، زمانͬ سری ͷی درنظربͽیرید. را {X۱t}, {X۲t}, ..., {Xkt}

.Xt = (X۱t, X۲t, ..., Xkt)
′ ،t زمان برای است. {Xit} ،{Xt} از سطر امین i آن در که است

متغیره چند سری�های مانایͬ ١.۶.١

دیͽر عبارت به باشد. ثابت زمان طول در آن دوم و اول گشتاور اگر است ضعیف مانای {Xt}سری
داده�شود: نمایش زیر شͺل به آن کوواریانس ماتریس و میانͽین اگر ماناست Xt سری

µ = E(Xt) = (µ۱, ..., µm)′

Γ(h) = E[(Xt+h − µ)(Xt − µ)′] = [γij(h)]
m
i,j=۱

،i هر برای گفت مͬ�توان باشد، Ω(.) کوواریانس تابع با مانا {Xt} وقتͬ است. زمان از مستقل که
.γii(.) کوواریانس تابع با مانا {Xti}

خالصچندمتغیره اغتشاش ٢.۶.١

گویند Σ کوواریانس تابع و صفر میانͽین با سفید) (نوفه�ی خالص اغتشاش Zt متغیره m سری به
کوواریانس ماتریس و صفر میانͽین بردار با مانا Zt اگر فقط و اگر

Ω(h) =

{
Σ h = ۰
۰ h ̸= ۰

مͬ�دهند. نمایش {Zt} ∼WN(٠,Σ) شͺل به را آن و باشد
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چندمتغیره متحرک اتورگرسیو�میانͽین فرآیندهای ٣.۶.١

-m با ARMA(p, q) فرآیند ͷی {Xt, t = ۰,±, · · · } متغیره] چند ARMA(p, q)فرآیندهای]
باشد: زیر معادله�ی مانای پاسخ {Xt}اگر است متغیر

Xt − Φ۱Xt−۱ − · · · − ΦpXt−p = Zt +Θ۱Zt−۱ + · · ·+ΘqZt−q (١٠.١)

.Zt ∼WN(٠,Σ) و هستند مقدار m×mحقیقͬ ماتریس�های Θqو · · · ،Θ۱و Φp، · · · ،Φ۱ طوری�که به
است: زیر شͺل به ١٠.١ بسته�ی فرم

Φ(B)Xt = Θ(B)Z(t), {Zt} ∼WN(٠,Σ) (١١.١)

چندجمله�ای�های Θ(q) = I + Θ۱B + · · · + ΘqB
q Φ(B)و = I − Φ۱B − · · · − ΦpB

p به�طوری�که
است. پس�بر عملͽر B و m×m همانͬ ماتریس I.هستند ماتریسͬ

detΦ(z) ̸= ۰ ، | z |≤ ۱ که z ∈ C هر برای اگر چندمتغیره). سری�های بودن علّͬ (شرط ١.۶.١ قضیه
شͺل به مانا نمایش ͷی دقیقاً ١١.١ این�صورت در باشد،

Xt =

∞∑
j=۰

ΨjZt−j , (١٢.١)

توسط یͺتا طور به Ψj ماتریس�های آن در که دارد.

Ψ(z) =

∞∑
j=۰

Ψjz
j = Φ−۱(z)Θ(z), | z |≤ ۱, (١٣.١)

شده�اند. تعریف

تمام اگر دارد فرد منحصربه متحرک میانͽین نمایش ͷی Xtمتغیره�ی چند سری ساده�تر، بیان به
گیرد. قرار واحد دایره�ی از خارج detΦ(z) = ۰ ریشه�های

detΘ(z) ̸= ۰، | z |≤ ۱ که z ∈ C هر برای اگر چندمتغیره). سری�های وارون�پذیری (شرط ٢.۶.١ قضیه
شͺل به مانا نمایش ͷی دقیقاً ١١.١ این�صورت در باشد،

Zt =
∞∑
j=۰

ΠjX
t−j , (١۴.١)

توسط یͺتا طور به Πj ماتریس�های که دارد

Π(z) =
∞∑
j=۰

Πjz
j = Θ−۱(z)Φ(z), | z |≤ ۱, (١۵.١)

شده�اند. تعریف

detΘ(z) ریشه�های= تمام اگر است وارون�پذیر ١١.١ چندمتغیره�ی سری گفت، توان مͬ ساده�تر بیان به
گیرد. قرار واحد دایره�ی از ۰خارج
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مدل پارامترهای برآورد و پیش�بینͬ ٧.١

متغیره ͷی دوربین�لوینسن الͽوریتم ١.٧.١

معادله�ای بازگشتͬ حل برای جبرخطͬ در الͽوریتم ͷی دوربین-لوینسن، یا لوینسن بازگشتͬ رابطه�ی
و بیان�شد ١٩۴٧ سال در لوینسن نورمن توسط ابتدا الͽوریتم این است. تاپلیتز ماتریس شامل که است
چندمتغیره حالت به ویتل توسط ١٩۶٣ سال در تأیید�شد.همچنین دوربین جیمز توسط ١٩۶٠ سال در

داده�شد. تعمیم

تابع و صفر میانͽین با مانا زمانͬ سری {Xt}اگر متغیره ͷی دوربین-لوینسن الͽوریتم .١.٧.١ قضیه
مͬ�کنند: صدق زیر بازگشتͬ روابط در ، n ≥ به�ازای۲ υnو ϕnn ،…،ϕn۲،ϕn۱ باشد، γ(.) اتوکوواریانس

ϕnn = [γ(n)−
n−۱∑
j=۱

ϕn−۱,jγ(n− j)]υ−۱
n−۱


ϕnn

ϕnn
...
ϕn,n−۱

 =


ϕn−۱,۱

ϕn−۱,۲
...
ϕn−۱,n−۱

− ϕn,n


ϕn−۱,n−۱

ϕn−۱,n−۲
...
ϕn−۱,۱


υn = υn−۱(۱ − ϕ۲

nn)

.ϕ۱۱ =
γ(۱)
γ(۰)

و υ۰ = γ۰ که

متغیره چند دوربین�لوینسن الͽوریتم ٢.٧.١

و E(Xt) = ۰ با متغیره m زمانͬ سری ،{Xt = (Xt۱, Xt۲, ..., Xtm)′, t = ۰,±۱,±۲, ...}

تصادفͬ بردار Y = (y۱, ..., ym)′ اگر ,γ(iاست. j) = E(XiX′
j) شͺل به m×mکوواریانس ماتریس

آنͽاه باشد، متناهͬ دوم گشتاور با

P (Y|X۱, ...,Xn) = (Psny۱, ..., Psnym)′ (١۶.١)

تمام روی و دارد ریاضͬ امید شبیه ویژگͬ�هایͬ که است خطͬ پیشͽوی بهترین عملͽر p است.
همچنین است. شده تعریف sn = s̄p{Xtj , t =, · · · , n j = ۱, · · · ,m} ممͺن خطͬ ترکیب�های
P (Y |X۱, ...,Xn ) بردار است. عمود i = ۱, ..., n که ها Xiاز برهرکدام Y − P (Y |X۱, ...,Xn )

دارد: ویژگͬ دو

Y− P (Y |X۱, ...,Xn )⊥Xn+۱−i, i = ۱, ..., n و P (Y |X۱, ...,Xn ) ∈ sn

خطͬ برآوردگر بهترین مͬ�توان حال .E(XY′) = ٠m×m اگر گویند (X⊥Y)متعامد Yرا Xو بردار دو



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ ١٠

١۶.١بدست در Y جای به Xn+۱ دادن قرار با و Xn ،…، X۲،X۱مشاهدات برپایه ، Xn+۱برای را
آورد:

X̂n+۱ =

{
٠ n = ۰

P (Xn+۱|X۱, ...,Xn) n ≥ ۱

که است موجود ϕnn،…،ϕn۲،ϕn۱ ، m×m ماتریس�های X̂n+۱ ∈ sn چون

X̂n+۱ = ϕn۱Xn + ...+ ϕnnX۱, n = ۱,۲, ... (١۵.١)

اشاره�شد، بالا در که همانطور .

Xn+۱ − X̂n+۱⊥Xn+۱−i, i = ۱, ..., n (١۵.١)

معادل طور به یا

E(X̂n+۱X′
n+۱−i) = E(Xn+۱X′

n+۱−i), i = ۱, ..., n (١۵.١)

مͬ�شود: حاصل زیر پیش�بینͬ معادله�ی با٢.٧.١ X̂n+۱ جایͽذاری با که است
n∑

j=۱
ϕnjγ(n+ ۱ − j, n+ ۱ − i) = γ(n+ ۱, n+ ۱ − i), i = ۱, ..., n(١۵.١)

مͬ�شود: خلاصه زیر شͺل به پیش�بینͬ معادله�ی باشد، Ω(i, j) = Γ(i− j)و مانا {Xt}ͬوقت
n∑

j=۱
ϕnjΓ(i− j) = Γ(i), i = ۱, ..., n (١۵.١)

الͽوریتم این استفاده�کرد. دوربین-لوینسن چندمتغیره�ی الͽوریتم از مͬ�توان ϕnj ضرایب محاسبه�ی برای
شͺل به پیشرو کننده�ی پیش�بینͬ به مربوط ͬͺی که است معادله مجموعه دو همزمان حل حاصل
،ϕ̃n۱این�که فرض با است. P (X۰ |X۱, ...,Xn ) نمایش با پسرو دیͽری Pو (Xn+۱ |X۱, ...,Xn )

مͬ�کنند: صدق زیر معادله�ی در که باشند m×mͬماتریس ϕ̃nnضرایب ،… ،ϕ̃n۲

P (Xn+۱|X۱, ...,Xn) = ϕ̃n۱X۱ + ϕ̃n۲X۲ + · · ·+ ϕ̃nnXn, n = ۱,۲, ... (١۵.١)

نوشت: مͬ�توان ٢.٧.١ از استفاده با
n∑

j=۱
ϕ̃njΓ(j − i) = Γ(−i), i = ۱, ..., n (١۵.١)

مͬ�شود: کدام هر برای پیش�بینͬ خطای ماتریس که

Vn = E(Xn+۱ − X̂n+۱)(Xn+۱ − X̂n+۱)
′

Ṽn = E(X۰ − P (X۰|X۱, ...,Xn))(X۰ − P (X۰ |X۱, ...,Xn ))
′. (١۵.١)



١١ مدل پارامترهای برآورد و ͳپیش�بین .٧.١

: n ≥ ۱ برای و از٢.٧.١ استفاده با

Vn = E[(Xn+۱ − X̂n+۱)X′
n+۱] = Γ(۰)− ϕ۱۱Γ(−۱)− · · · − ϕnnΓ(−n) (١۵.١)

مشابه به�طور و

Ṽn = Γ(۰)− ϕ̃۱۱Γ(−۱)− · · · − ϕ̃nnΓ(−n) (١۵.١)

مͬ�کنیم: معرفͬ نیز را دیͽر نماد دو D − Lدوربین-لوینسن الͽوریتم بیان از قبل

∆n = E[(Xn+۱ − X̂n+۱)X′
۰] (١۶.١)

= Γ(n+ ۱)− ϕn۱Γ(n)− · · · − ϕnnΓ(۱),

∆̃n = E[(X۰ − p(X۰|X۱, · · · ,Xn))X′
n+۱]

= Γ(−n− ۱)− ϕ̃n۱Γ(−n)− · · · − ϕ̃nnΓ(−۱)

E(Xt = با مانایmمتغیره زمانͬ یͷسری {Xt} چندمتغیره). دوربین-لوینسن (الͽوریتم ٢.٧.١ قضیه
از ام nmعنصر کوواریانس ماتریس اگر است. Γ(h) = E(Xt+hX′

h) اتوکوواریانس تابع و ۰)

مͬ�کنند: صدق زیر بازگشتͬ روابط Φ̃njدر و {Φnj} ضرایب آنͽاه باشد، ناتͺین nX· · · ،X۲،X۱

ϕnn = ∆n−۱υ̃
−۱
n−۱,

ϕ̃nn = ∆̃n−۱υ
−۱
n−۱,

ϕnk = ϕn−۱,k − ϕnnϕ̃n−۱,n−k, k = 1,...,n− 1

ϕ̃nk = ϕ̃n−۱,k − ϕ̃nnϕn−۱,n−k, k = 1,...,n− 1

υ۰ = υ̃۰ = Γ(۰)
∆۰ = ∆̃′

۰ = Γ(۱)

برهان.

X̂n+۱ = p(Xn+۱|X۲, · · · ,Xn) +AU (١٠.١)

مͬ�کند صدق Xn+۱ − AU ⊥ U در که است ماتریسͬ A و U = X۱ − p(X۱|X۲, · · · ,Xn)

نوشت: مͬ�توان Xͬمانای فرض با .E(Xn+۱U
′) = AE(UU یعنͬ(′



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ ١٢

P (Xn+۱|X۲, · · · , Xn) = Φn−۱,۱Xn + · · ·+Φn−۱,n−۱X۲, (١١.١)

(١٢.١)

U = X۱ − Φ̃n−۱,۲ − · · · − Φ̃n−۱,n−۱Xn, (١٣.١)

E(UU ′) = Ṽn−۱

A = E(Xn+۱U
′)Ṽ −۱

n−۱ (١٣.١)

= E[(Xn+۱ − p(Xn+۱|X۲, · · · , Xn))U
′]Ṽ −۱

n−۱

= E[(Xn+۱ − p(Xn+۱|X۲, · · · , Xn))X
′
۱]Ṽ

−۱
n−۱

= [Γ(n)−Φn−۱,۱]Ṽ
−۱
n−۱

درستنمایͬ تابع بازگشتͬ محاسبه�ی ٣.٧.١

Xn = (X۱, · · · , Xn)
′ و γ(i, j) = E(XiXj)کوواریانس تابع و صفر میانͽین با گاوسͬ فرآیند {Xt}اگر

Ωn = E(XnX
′
n) طوری�که به است Xt کوواریانس ماتریس Ωn و X̂۱ = ۰ و X̂n = (X̂۱, · · · , X̂n)

′ و
مͬ�شود: نوشته زیر شͺل به بیشینه درستنمایͬ تابع این�صورت در

L(Ωn) = (۲π)
−
n

۲ (detΩn)
−

۱
۲ exp(−۱

۲
X ′

nΩ
−۱
n Xn) (١٠.١)

مجذور میانͽین و X̂j مرحله�ای ͷی برآوردگرهای بیان با مͬ�توانیم را Ω−۱
n و Ωn مستقیم محاسبه�ی

کنیم. مͬ�شوند؛جایͽزین محاسبه دوربین-لوینسن الͽوریتم توسط که νj−۱, j = ۱,۲, · · · , n خطای
دوربین-لوینسن الͽوریتم از آمده بدست ضرایب نشان�دهنده�ی ϕi,j , i = ۱,۲, · · · j = ۱,۲, · · · , i

مͬ�کنیم: تعریف را C مثلثͬ پایین n× nماتریس ϕij = ۰ , j < ۰, i = ۰,۱, · · · و ϕi۰ = ۱ و است

C = [ϕi,i−j ]
n−۱
i,j=۰ (١٠.١)

قطری ماتریس همچنین

D = diag(υ۰, υ۱, · · · , υn−۱) (١٠.١)

ساختاری سری�زمانͬ مدل ٨.١

به�کار سری تحلیل و تجزیه در مستقیما�ً که مͬ�کند تجزیه مؤلفه�هایͬ به را سری ساختاری مدل
اغتشاش، مؤلفه�ی و فصلͬ مؤلفه�ی روند، مجموع به مͬ�تواند که نظربͽیرید در را سری�زمانͬ مͬ�روند.



١٣ ساختاری ͳسری�زمان مدل .٨.١

این توضیحͬ متغیر که داده�شود نمایش مدل�رگرسیونͬ ͷی توسط مͬ�تواند سری این رفتار شود. تقسیم
مانا مولفه�ها این اگر است. کیفͬ فصلͬ متغیرهای از مجموعه�ای و قطعͬ روند ͷی رگرسیونͬ مدل
تغییر�کند. زمان طول در رگرسیونͬ ضرایب که لازم�است و خواهد�بود نامناسب کردن فرمول این نباشد،
ͷی جز نیست چیزی ساختاری مدل پس ممͺن�است. ساختاری مدل�های در ضرایب انعطاف این
زمان با پارامترها دیͽر، عبارت به هستند. زمان از تابعͬ توضیحͬ متغیرهای آن در که رگرسیونͬ مدل

.(١٩٨٩ تغییرمͬ�کنند(هاوی،

ساختاری مدل نمایش

تعریف�مͬ�شود: زیر به�صورت سری�زمانͬ ساختاری مدل

yt = µt + ψt + γt + εt (١٠.١)

حرکت نمایش برای εt و فصلͬ مؤلفه�ی برای γt دوره، برای ψt روند، نمایش برای µtآن در که
میانͽین دارای و همتوزیع ،t = ۱,۲, ..., T برای εt همچنین به�کارمͬ�رود. سری تصادفͬ(اغتشاش)

است. Σواریانس و صفر





٢ فصل

برآوردها و آزمون کسری، هم�جمعͬ

سپس مͬ�پردازیم، کسری جمع�بسته�ی یا بلند�مدت باحافظهͬ سری�های معرفͬ به ابتدا فصل این در
به را روشͬ نیز، پایان در مͬ�کنیم. مقایسه باهم را آن برآورد روش�های و داده شرح را کسری هم�جمعͬ

برمͬ�گزینیم. بهینه روش عنوان

کسری جمع�بسته�ی یا بلند�مدت حافظه�ی با سری�های ١.٢

درجه�ی آن�ها، در که هستند سری�هایͬ کسری، جمع�بسته�ی یا بلندمدت حافظه�ی با سری�های�زمانͬ
بلندمدت باحافظه�ی را سری�ای (١٩٩۶)͹دین و گرنجر بالاست. یͺدیͽر با داده�ها ارتباط ماندگاری
دور مقادیر به قویˁاً فرآیند یعنͬ این پیدا�کند. کاهش آرامͬ به آن ͬͽخودهمبست ساختار که کردند معرفͬ

وابسته�است. افتاده�است، اتفاق گذشته در که
سری�زمانͬ پایداری نوع و درجه کردن مدل در ARIMA سری�های ضعف از نشان کسری، ͬͽجمع�بست
صفر یا و باشد داشته ͷی از ضریبͬ مͬ�تواند تنها ،ARIMAمدل�های در ،(d)ͬͽجمع�بست پارامتر دارد.
را مقداری هر مͬ�تواند ͬͽبست جمع پارامتر ،ARFIMA یا مدت بلند باحافظه�ی مدل�های در اما باشد.

است: به�این�شͺل ،(ARFIMA)کسری بسته�ی جمع یا بلندمدت حافظه�ی با مدل بͽیرد.

ϕ(L)(۱ − L)dxi = θ(L)εt (٠.٢)

حقیقͬ عددی تواند مͬ d پارامتر که تفاوت این با است صادق ARMA مدل شرایط تمام آن در که
سری یا (I(۰))مانا سری عنوان به سری، ͷی با برخورد به مجبور اینͺه جای به مدل این در باشد.
مدل ،(I(d)) کسری ͬͽجمع�بست با را سری تغییرات بالاتری دقت با مͬ�توانیم باشیم، ،(I(۱))جمع�بسته

باشد. میان این در نسبتͬ هر یا ͷی صفر، تواند مͬ d پارامتر که کنیم

باسرعت داده�ها دراز�مدت در و مͬ�گذارد برآن�ها کوتاه�مدت اثر وارده شوک�های باشند مانا داده�ها اگر
پیدا�نمͬ�کنند تنزل شوک، از پس جمع�بسته، داده�های درصورتͬ�که بازمͬ�گردند. میانͽین، سمت به نمایͬ

١۵



برآوردها و آزمون کسری، ͳهم�جمع .٢ ١۶

در که نمͬ�دهند داده�ها به را شانس این ،ARIMAمدل�های میل�نمͬ�کنند. قبلͬ میانͽین سمت به و
،ARFIMA مدل�های در اما بازگردند خود میانͽین سمت به دوباره شوک، اثر رفتن ازبین با درازمدت،
آمدن وارد از پس سری�زمانͬ داده�های اگر دیͽر، عبارت به شده�است. فراهم داده�ها برای امͺان، این
ARFIMAیا بلندمدت حافظه�ی با فرآیندی کند، میل اولیه میانͽین به دوباره دراز�مدت در شوکخارجͬ،
از مورد دو به ادامه در که بیان�شده�است مدت بلند حافظه�ی با سری�های برای متعددی تعاریف داریم.

کنیم. اشاره�مͬ آن�ها

بلندمدت حافظه�ی تعریف ١.١.٢

حاوی فرآیند گویند باشد. j تأخیر در ρjͬͽهمبست ضریب با گسسته سری�زمانͬ ͷی ،Xtفرض�کنید
اگر: است بلندمدت حافظه�ی

lim
n→∞

n∑
i=−n

| ρi |= ∞ (٠.٢)

بیان�کردند: شͺل به�این را بلندمدت �ی حافظه تعریف دیویس(١٩٩۵)، و براک�ول

ρi ∼ C | i |۲d−۱ i→ ∞ , C ̸= ۰ , ۰ < d <
۱
۲∑∞

−∞ |ρ(k)| < ∞ بنابراین و است d < ۰ وقتͬ متوسط، حافظه�ی با فرآیندهای بین محققین برخͬ
قائل تفاوت است؛ ∑∞

−∞ |ρ(k)| = ∞ و ۰ < d < ۰٫ ۵ زمانͬ�که بلندمدت حافظه�ی با فرآیندهای و
شده�اند.

که زده�شود تقریب بزرگ، q و pبا ،ARMA(p, q) فرآیند توسط مͬ�تواند بلندمدت حافظه�ی با فرآیند ͷی
مͬ�شود. مشͺل برآوردشان و شده زیاد پارامترها تعداد این�صورت در

پاسخ {xt} اگر dنامند ∈ (−۰٫ ۵,۰٫ ۵) با ARIMA(۰, d,۰) ,xt}را t = ۰,±۱,±۲, · · · فرآیند{
تفاضلͬ اغتشاش {xt} به باشد. {zt} ∼ WN(۰, σ۲) و `d xt = ztͬتفاضل معادله�ی مانای

گفته�مͬ�شود. نیز کسری

چندمتغیره کسری جمع�بسته�ی اغتشاش ٢.١.٢

Xtپاسخ = (X۱,t, · · · , Xr,t)
′, t = ۱,۲, · · · , T اگر شͺل به چندمتغیره اغتشاشجمع�بسته�یکسری مدل

باشد زیر تفاضلͬ معادله�ی مانای

diag(∇d)Xt = Zt (٠.٢)

معادل طور به یا

Xt = diag(∇−d)Zt (٠.٢)



١٧ کسری جم΄�بسته�ی یا بلند�مدت حافظه�ی با سری�های .١.٢

زیر فرم به ماتریسͬ diag(∇d)و است زمانͬ سری�های از r-بعدی بردار ͷی Xt آن در مͬ�شودکه گفته
است:

diag(∇d) =


∇d۱ ۰ . . . ۰
۰ ∇d۲ . . . ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ . . . ∇dr


با هم�توزیع و مستقل خالص اغتشاش فرآیندهای Zt = (Z۱,t, · · · , Zr,t)

′ همچنین ∇ = ۱ − B

جمع�بسته�ی گسسته�ی زمانͬ سری ͷی بخواهیم اگر ∆ = ۱ − B Σاست. ناتͺین کوواریانس ماتریس
مͬ�شود: تصادفͬ گام�برداری ͷی به تبدیل کنیم، توصیف براونͬ حرکت قالب در را کسری

∇xt = (۱ − L)xt = zt (٠.٢)

جوییͺس(١٩٨٠) و گرنجر است. σ۲واریانس و صفر میانͽین با اخلال جملات zt و تأخیر عملͽر Lکه
کسری تفاضلͬ سری�های برای دوجمله�ای بسط از استفاده با را، عبارت این ،(١٩٨١)͹ینͺهاس و

تعمیم�دادند:

∇d = (۱−L)d =

∞∑
k=۰

(
d

k

)
(−L)k = ۱−dL− ۱

۲
d(d−۱)L۲− ۱

۶
d(d−۱)(d−۲)L۳−· · · (٠.٢)

قضیه�ای از استفاده با ولͬ نمͬ�کند پیروی ریاضیات، در تصادفͬ، متغیر تعاریفمعمول از Lرͽعمل هرچند
٢.٩.١مدل در ٢.٩.١ جایͽزینͬ با بنویسیم. را بالا بسط مͬ�توانیم کرد اثبات لیندسترم(١٩٩۵)١، که

: نوشته�مͬ�شود زیر شͺل به کسری جمع�بسته�ی

(۱ − L)dxt = xt − dLxt +
۱
۲
d(d − ۱)L۲xt −

۱
۶
d(d − ۱)(d − ۲)L۳xt + · · · = zt

: داریم بنابراین

xt = dxt−۱ − ۱
۲
d(d − ۱)xt−۲ +

۱
۶
d(d − ۱)(d − ۲)xt−۳ − · · · + zt

n وقتͬ Γ(n) = (n − ۱)! وهمچنین Γ(α + ۱) = αΓ(α) که گاما تابع بازگشتͬ رابطه�ی از استفاده با
نوشت: زیر صورت به را داده�شده�است نشان πk با که xt−k ضرایب مͬ�توان باشد، مثبت صحیح عدد

πk =
−Γ(k − d)

Γ(−d)γ(k + ۱)
(٠.٢)

(۱ + z)α =
∑∞

n=۰
(
α
n

)
(z)n داریم: z ∈ (−۱;۱) و α ∈ R ١برای
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است: گاما تابع همان Γ(.) که

Γ(x) =


∫∞
۰ tx−۱e−tdt x > ۰

∞ x = ۰
x−۱Γ(۱ + x) x < ۰

(٠.٢)

:٢.٩.١ بسط از استفاده با آن متحرک میانͽین نمایش ، باشد وارون�پذیر بررسͬ مورد سری که صورتͬ در

xt = (۱ −B)−dzt (١.٢)

= (۱ + dB +
۱
۲
d(d+ ۱)B۲ +

۱
۶
d(d+ ۱)(d+ ۲)B۳ + · · ·+ zt

داد: نمایش زیر شͺل به را متحرک میانͽین ضریب مͬ�توان کلͬ به�طور است.

ψk =
d(۱ + d) · · · (k − ۱ + d)

k!
, k = ۱,۲,۳, · · · (١.٢)

=
Γ(k + d)

Γ(d)Γ(d)Γ(k + ۱)

کسری بسته�ی جمع سری�های وارون�پذیری و مانایͬ شرط ٢.٢

داریم: باشد، ARIMA(۰, d,۰) فرآیند ،{xt}اگر .١.٢.٢ قضیه

دارد. نامتناهͬ متحرک میانͽین نمایش ͷی و ماناست {xt}فرآیند ،d <
۱
۲
وقتͬ .١

xt = ψ(B).zt =

∞∑
k=۰

ψkzt−k, (١.٢)

تعریف�مͬ�شود: زیر شͺل به ψk

ψk =
d(۱ + d) · · · (k − ۱ + d)

k!
=

(k + d− ۱)!
k!(d− ۱)!

(١.٢)

ψk ∼ kd−۱/(d− ۱)!. ،k → اگر∞

دارد. اتورگرسیو نامتناهͬ نمایش و است وارون�پذیر ،{xt} فرآیند ،d > −۱
۲
زمانͬ�که .٢

π(B)xt =

∞∑
k=۰

πkxt−k = zt (١.٢)

تعریف�مͬ�شود: زیر شͺل πkبه

ψk =
−d(۱ − d) · · · (k − ۱ − d)

k!
=

(k − d− ۱)!
k!(−d− ۱)!

(١.٢)

. πk ∼ k−d−۱/(−d− ۱)! ،k → وقتͬ∞
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.٣

:

همͽراست. (۱ − B)−d توانͬ سری بسط باشد، d < ۱
۲
xtاگر = (۱ − B)−dzt داریم .١ برهان.

ψk ∼ kd−۱/(d−۱)!تقریب مͬ�رسیم. ؟؟ به (۱−B)−d دوجمله�ای بابسط که دادیم نشان همچنین
Γ(jتوسط + a)/Γ(j + b) بزرگ j برای بیان�مͬ�کند که شفرد فرمول از استفاده با k → ∞ وقتͬ

اثبات�مͬ�شود. تقریب�زده�مͬ�شود، خوبͬ به ja−b

داریم: باشد، ١١.١ شͺل به ،xt اگر برعͺس

yt = A

∞∑
j=۱

jd−۱zt−j + zt (١.٢)

: ١ سری واریانس که

V (y) = A۲σ۲
z

(
۱ +

∞∑
j=۱

j۲(d−۱)) (١.٢)

همͽراست s > برای۱ ،∑∞
j=۱ j

−s سری مͬ�دانیم نامتناهͬ، سری�های قضیه�ی از استفاده با است.
با ثابت مقدار ͷی در تنها ytواریانس و xt سری واریانس چون واگراست. غیرای�صورت در و
نتیجه در و ۲(d − ۱) < اگر۱− متناهͬ�است xtواریانس گفت مͬ�توان دارند، تفاوت یͺدیͽر

. d ≥ ۱
۲
اگر نامتناهͬ�است و d < ۱

۲

اثبات�مͬ�شود. dبه�جای −d دادن قرار با .٢

داریم: باشد، ARIMA(p, d, q) مدل {yt} اگر .٢.٢.٢ قضیه

قرار�گیرد. واحد دایره�ی از خارج ϕ(B) = ریشه�های۰ تمام و d < ۱
۲
اگر است مانا {yt} .١

قرار واحد دایره�ی از خارج ،θ(B) = ۰ ریشه�های تمام و d > −۱
۲
اگر است وارون�پذیر {yt} .٢

گیرد.

، |z| ≤ و۱ d < ۱
۲
برای . ψ(z) = (۱− z)−dθ(z)/ϕ(z) داریم ، yt = ψ(B)ztنوشتن با .١ برهان.

است. همͽرا ۱)؛ − z)−dͬتوان سری بسط

همͽرایͬ برای شده ذکر شرایط که تفاوت این با مͬ�باشد، قبلͬ قسمت شبیه نیز قسمت این برهان .٢
لازم�است. ،π(z) = (۱ − z)dϕ(z)/θ(z)
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کسری جمع�بسته�ی اغتشاش کوواریانس ماتریس ١.٢.٢

بͽیرید: نظر در V)را ARFIMA(۰, d,۰)) کسری جمع�بسته�ی اغتشاش چندمتغیره�ی سری

Xt = diag(∇−d)Zt (١.٢)

Ytاز iام مولفه�ی که

Yit =

∞∑
k=۰

ψikZi,t−k, ψik =
Γ(k + di)

Γ(k + ۱)Γ(di)
, i = ۱,۲, · · · , r, (١.٢)

hتأخیر در Yt اتوکوواریانس تابع شد. محاسبه در١١.١ که است همان ψik که

Ω(h) = E(Yt+hY
′
t ), h = −T + ۱,−T + ۲, ...,۰, T − ۲, T − ۱ (٢.٢)

با است معادل

Ω(h) ≡



σ۱۱
∞∑
k=۰

ψ۱,kψ۱,k+h . . . σ۱r
∞∑
k=۰

ψ۱,kψr,k+h

σ۲۱
∞∑
k=۰

ψ۲,kψ۱,k+h . . . σ۲r
∞∑
k=۰

ψ۲,kψr,k+h

... . . . ...
σr۱

∞∑
k=۰

ψr,kψ۱,k+h . . . σrr
∞∑
k=۰

ψr,kψr,k+h


تͬ�سͬ(٢٠١٠) روش از فوق کوواریانس ماتریس برآورد برای .Σ از عنصرnmام با است معادل σmn

مͬ�برد. به�کار را هندسͬ فوق تابع ψikضرایب محاسبه�ی برای که مͬ�کنیم استفاده

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
n=۰

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)Γ(n+ ۱)
zn, (٢.٢)

: z = قرارمͬ�دهیم۱

F (a, b; c;۱) = Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
, c ̸= ۰,−۱,−۲, · · · , c− a− b > ۰. (٢.٢)

نوشت: زیر شͺل به را Ω(h)از عنصر(m,n)ام مͬ�توان حال

ωm,n(h) ≡ σmn

∞∑
k=۰

ψm,kψn,k+h =
σmnΓ(۱ − dm − dn)

Γ(dn)Γ(۱ − dn)

Γ(h+ dn)

Γ(h+ ۱ − dm
) (٢.٢)

نوشت: حاصل�ضرب صورت به را Ω(.)تابع مͬ�توان محاسبات شدن راحت�تر برای

σmn

∞∑
k=۰

ψm,kψn,k+h =
σmnΓ(۱ − dm − dn)

Γ(۱ − dm)Γ(۱ − dn)

∏
۰<j⩽h

j − ۱ + dn
j − dm

(٢.٢)

.h = ۱,۲, · · · m,nو = ۱,۲, · · · , rͬوقت
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ARFIMA برآورد روش�های ٣.٢

سوئل(١٩٨٩) شده�است. ARFIMAپیشنهاد مدل پارامترهای برآورد برای بسیاری روش�های به�حال تا
اشاره نیز آن�ها معایب و ویژگͬ�ها برخͬ به و داده ارائه مدل�ها این برآورد پیشین روش�های از خلاصه�ای
دوم، گروه و مرحله�ای دو روش�های اول، گروه کرد. تقسیم گروه دو به را روش�ها این او کرده�است.

ی�ͷمرحله�ای. روش�های
مدل پارامترهای بقیه�ی دوم مرحله�ی در و تفاضلͬ پارامتر اول مرحله�ی در دومرحله�ای، روش�های در
روشهای یافت�شود. پارامترها برای همͽرایͬ مقدار که مͬ�شوند تͺرار تازمانͬ گام�ها این مͬ�شود. برآورد
از که سری�ای به سری، تبدیل برای را روندی آنها دارند. تفاوت بایͺدیͽر اول گام در تنها دومرحله�ای
پارامترهای بقیه آید، به�دست تبدیل�یافته سری زمانͬ�که کارمͬ�گیرند. به کند، ,ARMA(pپیروی q)مدل

مͬ�شود. برآورد زمانͬ سری�های تحلیل استاندارد روش�های توسط مدل،

است: انجام قابل طریق چهار از حداقل تفاضلͬ، پارامتر برآورد در اول، گام
d عبارت= با را تفاضلͬ پارامتر شده�است، بیان م�ͷلود(١٩٧٨)، و هایپل توسط روشکه این اول: روش
تقریباً کسری، جمع�بسته�ی سری�های که مͬ�کند بیان را حقیقت این روش، این مͬ�شناساند. H − (

۱
۲
)

هستند. خودهمانند
در کار�مͬ�کنند. کسری جمع�بسته�ی سری�های طیفͬ چͽالͬ با روش، دو این سوم: و دوم روش
نوشته�شده�است. طیفͬ، چͽالͬ لͽاریتم فوریه�ی ضرایب از تابعͬ به�شͺل تفاضلͬ پارامتر ،(١٩٨٢)ͷجاناس
دوره�سنج، لͽاریتم مقداری انتͽرال توسط برآوردشده، فوریه�ی ضرایب طریق از تفاضلͬ پارامتر برآورد
طیفͬ چͽالͬ ͷی رفتار آمده�است، پورتر-هوداک(١٩٨٣) و جوک در که دیͽر روش بدست�مͬ�آید.
متغیره�ی ͷی رگرسیون صفر، اطراف فرکانس از استفاده با روش این مͬ�دهد. نشان را صفر اطراف
ͷی ساده�ی رگرسیون این برآورد از که شیبͬ بدست�مͬ�آورد. �را فرکانس لͽاریتم بر دوره�سنج لͽاریتم

است. تفاضلͬ پارامتر از برآورد ͷی بدست�مͬ�آید، متغیره
مدل درستنمایͬ بیشترین برآورد روش از تفاضلͬ پارامتر برآورد برای شͬ(١٩٨٧)، : چهارم روش

استفاده�کرد. پورتر-هوداک و جوک رگرسیونͬ

سری تبدیل برای تفاضلͬ، پارامتر تفاضلͬ�است. پارامتر برای برآوردی ذکر�شده، روش�های حاصل
باید نیز مدل پارامترهای بقیه�ی کار�مͬ�رود. به تبعیت�مͬ�کند، ARMA(p, q)مدل از که سری�ای به

برآورد�شود.
برای ،d̂ برآوردشده�ی تفاضلͬ پارامتر باشد، ϕ(B)(۱−B)dXt = θ(B)Zt،Xt مشاهده�شده�ی سری اگر

به�کارمͬ�رود. پیروی�مͬ�کند؛ ϕ(B)ut = θ(B)Zt مدل از که ut = (۱ −B)dXtسری بدست�آوردن

تأخیر با چندجمله�ای ͷی عنوان به ،(۱−B)d̂ که است این دارد وجود محاسبات این در که مشͺلͬ
xt از نامتناهͬ تحقق ͷی که شود محاسبه مͬ�تواند زمانͬ تنها utبنابراین شده�است. تعریف نامتناهͬ
ارائه�مͬ�شود. مدل از تقریب ͷی نهایتاً و انجام�شود به�طورکامل نمͬ�تواند تبدیل درنتیجه موجود�باشد.

و (١٩٨١)͹ینͺهاس توسط روش دو تفاضلͬ، پارامتر برآورد از پس ،ARMA مدل برآورد برای
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تبدیل ،͹ینͺهاس روش مͬ�کنیم. بیان ترتیب به که است شده ارائه پورتر-هوداک(١٩٨٣)، و جوک
به اما متفاوتند به�ظاهر روش دو این است. طیفͬ دامنه�ی تبدیل پورتر-هوداک، روش و زمانͬ دامنه�ی

منجر�مͬ�شوند. یͺسانͬ نتایج

͹ینͺهاس روش

متحرک- میانͽین سری ut اگر استفاده�شده�است. سری تبدیل برای AR نمایش زمانͬ، دامنه�ی در
مͬ�توان�نوشت: ،(۱ −B)d بسط با داده�شود، نمایش (۱ −B)zt = ut مدل توسط و باشد اتورگرسیو

ut =

∞∑
j=۰

Γ(−d+ j)

Γ(−d)Γ(j + ۱)
.xt−j (٢.٢)

ARمدل از استفاده با مͬ�تواند ARMA از تقریب ͷی ،d̂ بدست�آوردن از پس که بیان�مͬ�کند بالا عبارت
برای zt−j = ۰ همچنین و ١١.١ در d جای به d̂ قراردادن با مثال عنوان به حاصل�شود. بریده�شده،

بدست�مͬ�آید. مربوطه مدل برآورد نمونه�قرار�مͬ�گیرند، از خارج که −tهایͬ j

پورتر�هوداک روش

حاصل محاسبه��کنید، را مشاهده�شده سری فوریه تبدیل است. فرکانسͬ دامنه پایه بر روش این
از بدست�آمده، سری فوریه تبدیل معͺوس ضرب�کنید. کسری، تفاضلͬ عملͽر فوریه�ی تبدیل در را

پیروی�مͬ�کند. ARMA(p, q)

دو برآورد روش�های است، برآورد�شده سازگار طور به d که آنجا از دومرحله�ای برآورد روش�های در
ͬͽهمبست ایجاد موجب روش�ها این سری�زمانͬ، متناهͬ تحقق�های تمام در اما سازگارند همه مرحله�ای،

پیشنهاد�شده�است. دو�مرحله�ای روش�های برای دیͽر شق دو مͬ�شوند. باقیمانده�ها در

مͬ�کند، تعریف را (۱ − B)−d که نامتناهͬ�ای مجموع که داد پیشنهاد ام�سͬ�لود(١٩٨۶)، و لͬ
روش معادل نامتناهͬ، سری بریدن استفاده�نمائیم. ،ARMA برآورد معمول روش از و قطع�کنیم

مͬ�شود. نادرست برآوردهای به منجر که است ͹ینͺهاس

درستنمایͬ تابع کردن ماکزیمم از تقریبͬ پیشنهادشده�است تاک(١٩٨۶)، و فاکس در که دیͽر روش
سازگار برآوردها این بدست�مͬ�آورد. را متغیره ͷی مدل پارامترهای تمام همزمان، طور به که است گاوسͬ
که همانطور اما مͬ�شوند. همͽرا ،T دوم ریشه�ی معمول سرعت با و دارند نرمال تقریبͬ توزیع و اند

است. ضعیف برآوردگرها از نوع این ͷکوچ نمونه�ی رفتار اشاره�کرده�است، دلهاوس(١٩٨٨)،

دقیق درستنمایͬ بیشترین برآورد روش ١.٣.٢

تفاضلͬ، پارامتر چندین با برداری، کسری جمع�بسته�ی مانای سری�زمانͬ ͷی پارامترهای برآورد برای
به�کارگرفته�شد. سوئل توسط دقیق غیرشرطͬ درستنمایͬ تابع
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ZT است. |di| <
۱
۲
آن در که درنظربͽیرید را ،k × ۱ برداری کسری جمع�بسته�ی مانای سری ،zt

تابع . ZT ∼ N(kT,Σ) و ZT = [z′۱, z
′
۲, · · · , z′T ] به�طوریͺه است مشاهده T از kT × ۱ بردار ͷی نیز

است: زیر شͺل به Zt احتمال چͽالͬ

f(ZT ,Σ) = (۲π)−(kT )/۲|Σ|−۱exp{−۱
۲
zT ′Σ−۱zT } (٢.٢)

کوواریانس ماتریس از تاپلیتز نمایش ͷی

ΣkT×kT = [Σ(i−j)]

مدل و داده�شده نمونه�ی برای درستنمایͬ تابع هستند. zt اتوکوواریانس�های ،Σ(r) = E[ztz
′
t+r] که

مͬ�تواند نوشته�شده�باشد، مدل پارامترهای اساس بر نیز کوواریانس ماتریس زمانͬ�که شده، پارامتری
برآوردشود.

داد: قرار استفاده مورد مدل پارامتری�کردن برای را زیر روش سوئل،

داده�شود. نمایش متحرک میانͽین به�شͺل ztͬزمان سری مدل .١

محاسبه�شود. ztͬطیف چͽالͬ تابع .٢

توسط Σ(s) اتوکوواریانس، تابع .٣

Σ(s) =
۱
۲π

∫ ۲π

۰
fz(λ)e

iλsdλ. (٢.٢)

مͬ�شود. پرداخته گفته�شده مراحل شرح به ادامه در

عمومͬ مدل ٢.٣.٢

تأخیرBو در k×k چندجمله�ای ماتریس�های ϕ(B)وΘ(B)آن در Θ(B)D(B)Vکه xt = ϕ(B)zt مدل
D(B) = diag[(۱−B)d۱ , (۱−B)d۲ , · · · , (۱−B)dk که[ فرضشده هستند. q و pترتیب به مرتبه�ی از
k × k ،Vماتریس و و هستند واحد دایره�ی از خارج ϕ(ξ) و |Θ(ξ)| ریشه�های ، Θ(۰) = ϕ(۰) = Ik ،

. εt ∼ IID.Nk(۰,Σ) همچنین است. ناتͺین و

(i اتخاذ�مͬ�کند.≠ ͬͽجمع�بست از متفاوتͬ مقادیر ، ztبردار مختلف عناصر معرفͬ�شده، مدل در
کمتری ͬͽجمع�بست درجه�ی از که مدل در خطͬ ترکیب�های برخͬ حضور مدل، در V وجود با . j, dij)
هم�جمع�بسته zt زمانͬ سری گفته�مͬ�شود صورت این در مͬ�شود. ممͺن برخوردارند، zt عناصر به نسبت
این�صورت غیر در و هستند هم�جمعͬ ضرایب V ماتریس پارامترهای باشد، هم�جمع�بسته ztاگر است.

. V = Ik نباشد)، هم�جمع�بسته zt)

سری�زمانͬ به شد گرفته درنظر ztبرای که تعریف�کنید.مفروضاتͬ ut = D(B)V zt شͺل به را utفرآیند
مͬ�شود. اعمال ساخته�شده؛ ،Θ(B)ut = ϕ(B)εt یعنͬ ARMA(p, q)فرآیند توسط که نیز utبرداری
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utͬطیف چͽالͬ تابع ٣.٣.٢

به�شͺل ut سری ولد نمایش

ut = Θ(B)−۱ϕ(B)εt =
B(B)

A(B)
εt (٢.٢)

عددی چندجمله�ای ͷی A(B) Mو ≤ (k−۱)p+ q درجه�ی از چندجمله�ای ماتریس ͷی B(B) است.
مͬ�تواند A(ξ) بنابراین قرار�مͬ�گیرد، واحد دایره�ی از خارج A(ξ) ریشه�های است. H ≤ kp درجه�ی از

به�شͺل

A(ξ) =

H∏
n=۱

(۱ − ρnξ)
−۱ , |ρ| < ۱ , n = ۱,۲, ..., H (٢.٢)

: fu(λ) ،ut طیفͬ چͽالͬ نهایتاً و نمایش�داده�شود.

fu(λ) =
B(w)ΣB(w)−۱

A(w)A(w−۱) = B(w)ΣB(w−۱)

H∏
n=۱

(۱ − ρnw)
−۱ × (۱ − ρnw

−۱)−۱ (٢.٢)

تجزیه�ی از استفاده با مͬ�توانیم هستند، یͺتا همه A(ξ) ریشه�های اینͺه بافرض . w = e−iλ که است
داشته�باشیم: حاصل�ضرب، جزئͬ کسری

fu(λ) = B(w)ΣB(w−۱)

H∑
j=۱

wHζj
[ ρ۲H

j

(۱ − ρjw)
− ۱

(۱ − ρ−۱
j w)

] (٢.٢)

آن که�در

ζ =
۱

ρj
∏H

i=۱(۱ − ρiρj)
∏H

m=۱
m̸=j

(ρj − ρm)
. (٢.٢)

ͷی به�شͺل مͬ�تواند B(w)ΣB(w−۱) از عنصر هر بنابراین است. متناهͬ درجه�ی از B(w) که توجه�کنید
(i, j)عنصر نمایش با ut طیفͬ چͽالͬ نوشته�شود. wدر منفͬ، و مثبت توان�های با متناهͬ، چندجمله�ای

که نوشته�شود. fu(λ) = [fu(λ)i,j ] شͺل به ام

fu(λ)i,j =
M∑
−M

ψi,j(l)w
l

H∑
m=۱

wHζm
[ ρ۲H

m

(۱ − ρmw)
− ۱

(۱ − ρ−۱
m w

] (٢.٢)

نشان�داده�شود: زیر شͺل به B(w) از (i, j)عنصر اگر

Bi,j(w) =

M∑
n=۰

Bi,j(n)w
n (٢.٢)

باشد: زیر به�فرم ψij(l) و است σij ،Σاز ,i)ام j) عنصر و

ψij(l) =

k∑
h=۱

k∑
t=۱

min[M,M−l]∑
s=max[۰,l]

σht ·Bi,h(s) ·Bj,t(s− l). (٢.٢)

نوشته�شود. مͬ�تواند ٣.١١.١ به�شͺل ARMA(p, q)برداری مدل هر طیفͬ چͽالͬ



٢۵ ZTاتوکوواریانس .۴.٢

ztͬطیف چͽالͬ

مͬ�تواند zt طیفͬ چͽالͬ که معنͬ این به است. zt = V −۱D(B)−۱ut به�شͺل V zt از MAنمایش
به�شͺل

fz(λ) = V −۱D(w)−۱fu(λ)D(w−۱)−۱v−۱′ (٢.٢)

(i, j) عنصر نمایش توسط مͬ�تواند ztͬطیف چͽالͬ utͬطیف چͽالͬ از استفاده و بسط نوشته�شود.با
نوشته�شود.

fz(λ) = [fz(λ)i,j ] (٣.٢)

fz(λ)i,j =
k∑

n=۱

k∑
r=۱

V inV jrfu(λ)n,r(۱ − w)−dn(۱ − w−۱)−dr

زیر به�صورت zt طیفͬ چͽالͬ V = Ik حالتͬ�که در داده�مͬ�شود. نمایش V ijتوسط V −۱ از (i, j)عنصر
حاصل�مͬ�شود:

fz(λ)i,j = fu(λ)i,j(۱ − w)−di(۱ − w−۱)−dj (٢.٢)

مͬ�شود: fz(λ) از (i, j) عنصر ،fu(λ)i,j برای مدل، عمومͬ شͺل در جایͽزاری با

M∑
l=−M

H∑
m=۱

k∑
n=۱

k∑
r=۱

V in.V jrψn,r(l)ξm
[ ρ۲H

m

(۱ − ρmw
− ۱

(۱ − ρ−۱
m w)

]
(٣.٢)

×(۱ − w)−dn(۱ − w−۱)−drwH+l

توسط که است k × سری�زمان۱ͬ بردار طیفͬ چͽالͬ از ام (i, j)عنصر چͽالͬ عمومͬ فرم بالا، عبارت
ساخته�شده�است. ARMA(p, q)کسری جمع�بسته�ی مدل

ztاتوکوواریانس ۴.٢

طیفͬ، چͽالͬ تابع عنصر، امین (i, j)ساختار با محاسبه�مͬ�شود. ٣ توسط zt اتوکوواریانس امین s
(w = e−iλ).کاهش�مͬ�یابد زیر انتͽرال به

۱
۲π

∫ ۲π

۰

[ ρ۲H

(۱ − ρe−iλ
− ۱

(۱ − ρ−۱e−iλ

]
(۱ − e−iλ)−w(۱ − eiλ)−V e−iλhdλ (٢.٢)

مͬ�توان را اتوکوواریانس sامین از عنصر ,i)امین j).داده�مͬ�شود نشان c(w, v, h, ρ) نماد با انتͽرال این
داد: نمایش زیر به�شͺل

M∑
l=−M

H∑
m=۱

k∑
n=۱

k∑
r=۱

V inV jrψn,r(l)ζmc(dn, dr,H + l − s, ρm) (٢.٢)
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یͺسان مقادیر از ترکیبخطͬ Sاتوکوواریانس از عنصر هر مͬ�شوند٬ ظاهر V پارامترهای در تنها jو i چون
هر و داشته�باشیم اتوکوواریانس�ها از سریع�تری ارزیابͬ اجازه�مͬ�دهد ترکیب این دارد. c(dn, dr, h, ρm)

اتوکوواریانس�ها و نیاز�نیست جزئͬ�کسری تجزیه P = ۰ اگر کنیم. محاسبه جمله، به جمله را، آن عنصر
شͺل به

q∑
l=−q

k∑
n=۱

k∑
r=۱

V inV jrψn,r(l)
Γ(۱ − dn − dr)Γ(dr + s− l)

Γ(dr)Γ(۱ − dr)Γ(۱ − dn − s+ l))
(٢.٢)

محاسبه�است. قابل آسانͬ به که

c(w, v, h, ρ)ͬرالͽغیرانت شͺل ١.۴.٢

تعریف�شده، انتͽرال ͷی عنوان به که c(w, v, h, ρ) تابع شͺل به p ̸= ۰ اتوکوواریانس�ها معمولا
به تخمین�زده�مͬ�شود، آسان�تر که تابع این دیͽر فرمول اتوکوواریانس�ها محاسبه برای نوشته�مͬ�شود.

کارمͬ�رود.

در مختلط هرمقدار مͬ�تواند p اتخاذ�کند، مͬ�تواند را صحیحͬ مقدار هر ،hمتغیر که کنید توجه
اتخاذ مͬ�توانند را (−۱

۲
,
۱
۲
) باز بازه در حقیقͬ مقادیر تنها wو v که درحالͬ بͽیرد. را واحد دایره�ی

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان را c(w, v, h, ρ) هندسͬ سری�های بسط از استفاده با کنند.

ρ۲H ∑∞
m=۰ .

۱
۲π

∫ ۲π
۰ (۱ − e−iλ)−w.(۱ − eiλ)−V .e−iλ(h+m)dλ

+
∑inf

n=۱ ρ
n ۱
۲π

∫ ۲π
۰ (۱ − e−iλ)−w(۱ − eiλ)−ve−iλ(h−n)dλ

کاهش�مͬ�یابد: زیر محاسبه به مسأله که

۱
۲π

∫ ۲π

۰
(۱ − e−iλ)−w(۱ − eiλ)−ve−idλ (١.٢)

چون

(۱ − eiξ) = ۲sin( ξ
۲
)ei(ξ+۳π)/۲ (٢.٢)

= ۲sin( ξ
۲
)ei(ξ−π)/۲

نوشت: زیر شͺل به را توان١.١٢.١ مͬ

=
۲−w−v

π
eiπ(v−w)/۲

∫ π

۰
(sin(z))−w−v.ei(۲h+w−v)zdz =

Γ(۱ − w − v)(−۱)h

Γ(۱ − w − h)Γ(۱ − v + h)

: انتها در
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c(w, v, h, ρ) = Γ(۱ − w − v)[ρ۲H
∞∑

m=۰

ρm(−۱)h+m

Γ(۱ − w + h+m)Γ(۱ − v − h−m)
(٠.٢)

+

∞∑
n=۱

ρn(−۱)h−n

Γ(۱ − w + h− n)Γ(۱ − v − h+ n)

درستنمایͬ روشبیشترین به پارامترهایمدلجمع�بسته�یکسری برآورد ۵.٢
دوربین�لوینسن شرطͬ

آن از پس و شد معرفͬ تسͬ(٢٠١٠) (CLDL)توسط دوربین-لوینسن درستنمایͬ بیشترین الͽوریتم
میانͽین مدل کرد. استفاده ساختاری زمانͬ سری�های از برداری برآورد برای روش این از تسͬ(٢٠١٢)
الͽوریتم این مدل�هاست. آن از زیرمجموعه�ای کسری، بسته�ی هم�جمع برداری متحرک-اتورگرسیو
ͷی تسͬ(٢٠١٠) پیشنهادی روش مͬ�کند. برآورد یͺجا را مدت کوتاه ضرایب و (di)مدت بلند اثرهای
مͬ�شود. توجهͬ قابل میزان به محاسباتͬ بار شدن سب�ͷتر موجب که مͬ�گیرد نظر در را اساسͬ فرض

(١.٢)

متغیره�ی چند مدل

Φ(B)diag(

dh
)Xt = Θ(B)Zt (٢.٢)

نمایش زیر شͺل به را ١٣.١ مدل بتوان که مͬ�گیرد نظر در را شرطͬ تسͬ(٢٠١٠) بͽیرید. نظر در را
داد:

diag(

dh
)Φ(B)Xt = Θ(B)Zt. (٢.٢)

بیان تسͬ(٢٠١٠) البته هستند. یͺسان ١٣.١ و ١٣.١ مدل باشیم، داشته متغیر ͷی تنها که حالتͬ برای
روی محدودیتͬ هیچ چون داراست، را قبل انعطاف�پذیری هنوز مدل شرط، این برقراری با که مͬ�کند

است. نشده اعمال MA پارامترهای

تسͬ الͽوریتم انجام برای مفروض شرط

که: است این بر فرض است، شده ایجاد ١٣.١ رابطه�ی توسط داده�ها این�که به علم با

محاسبه�ی برای نمͬ�کند. تغییر i تغییر با di مقادیر ب) یا است قطری Φ(B) الف)
شود: انجام باید زیر مراحل CLDL الͽوریتم

شود. محاسبه باید مطالعه مورد سری کواریانس ماتریس .١
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آید. بدست υi و Φnj (DL)ضرایب دوربین-لوینسن الͽوریتم از استفاده با .٢

شود. نوشته درستنمایͬ تابع قبل، مراحل در آمده بدست مقادیر جایͽزاری با .٣

و گلدفرب فلشر، برویدن، نیوتن̞ شبه الͽوریتم از استفاده با را درستنمایͬ تابع بیشینه�ی مقدار .۴
شود. محاسبه (BFGS) شانو

توضیح اول فصل در درستنمایͬ تابع بازگشتͬ محاسبه�ی نحوه�ی و چندمتغیره دوربین-لوینسن الͽوریتم
جایͽزاری با تا شود معرفͬ متغیره چند زمانͬ سری کوواریانس ماتریس است کافͬ است. شده داده

(٢.٢) شود. حاصل برآورد نتیجه�ی درستنمایͬ تابع و DL الͽوریتم در حاصل مقادیر

تسͬ(٢٠١٠) اساسآنچه بر اتوکوواریانسآن تابع و شد معرفͬ قبلا اغتشاشجمع�بسته�یکسری سری
تابع محاسبه�ی به ادامه در نمائید. مراجعه به نتایج مشاهده�ی برای آمد. بدست بود؛ کرده محاسبه

اتوکوواریانس

قبلͬ روش�های با CLDLروش مقایسه�ی ۶.٢

کنͽره پذیرش داده�های برای را الͽوریتم این ، CLDL روش برتری دادن نشان برای تسͬ(٢٠١٢)
با دیͽری تحقیقات در چون داد. قرار استفاده مورد شد، معرفͬ همͺاران(١٩٩٧) و دور مقاله�ی در که
مقایسه�ای کار، این با توانسته تسͬ است، شده استفاده داده�ها این از مختلف برآورد روشهای از استفاده

مͬ�شود: اشاره حاصل نتایج به ادامه در که باشد داشته برآورد مختلف روش�های بین

مͬ�تواند و است درستنمایͬ بیشترین برآورد اساس بر مرحله�ای ͷی الͽوریتم ͷی CLDL الͽوریتم .١
طور به V ARFIMAساختاری مدل برای مدت، کوتاه مولفه�های همراه را مدت بلند اثرهای
بیش در تاملینسون(٢٠٠٠) و باکس جمله از قبلͬ روش�های که صورتͬ در کند محاسبه همزمان
مرحله�ای چند یا دو فرآیندهای از کاراتر همیشه مرحله�ای ͷی فرآیند مͬ�گرفت. انجام مرحله ͷی از

است. سازگار الͽوریتم، این از حاصل برآورد همچنین است.

V ARFIMAساختاری مدل�های برای را شرطͬ درستنمایͬ بیشترین تابع الͽوریتمCLDLمͬ�تواند .٢
دیوکر و سوئل(١٩٨٩) الͽوریتم زیرا است روش این برای بزرگͬ مزیت این و کند ارزیابͬ دقیقاً
نقطه�ای در را خطا ناچارند باشد، داشته وجود مدل در AR(.) پارامتر زمانͬ�که استارتز(١٩٩٨) و
در خطا کردن گرد به نیاز و اهمیت مشاهدات بعد افزایش با کنند. استفاده تقریب از و کنند گرد

مͬ�شود. مشهودتر قبلͬ، شده�ی ذکر مدل�های

روشبسیار این است، شده استفاده دوربین-لوینسن کارای الͽوریتم از CLDLمحاسبات در چون .٣
مͬ�شود. انجام است، شده گفته استارتز(١٩٩٨) و دیوکر و سوئل(١٩٨٩) در آنچه از سریعتر
الͽوریتم برای درستنمایͬ تابع محاسبات از دور هر که دادند نشان استارتز(١٩٩٨) و دیوکر



٢٩ ͳقبل روش�های با CLDL روش مقایسه�ی .۶.٢

دقیقه ٣۵ حدود پارامتر، ١٨ و مشاهده ١٢١ با V ARFIMA متغیره�ی دو مدل ͷی در سوئل،
کارلو مونت آزمایش ͷی تسͬ(٢٠١٠) مͬ�گیرد. MHZ٢٠٠ سرعت با کامپیوتر ͷی از زمان
محاسبات وضوح، به که داد تشͺیل تایͬ ۴٠٠ نمونه�ی اندازه و V ARFIMAبعدی سه مدل برای
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