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عزیزم مادر و پدر به تقدیم



ͳقدردان

امین مینا دکتر خانم ͳگرام استاد ارزشمند زحمات از که م�ͳداند لازم برخود نΎارنده
این انجام راستای در پور محمد عادل دکتر آقای جناب دری΅ ͳب راهنمای�ͳهای و غفاری

نماید. ͳقدردان و تش΋ر خرم، اسماعیل دکتر آقای جناب مشاور استاد همچنین و پروژه



چ΋یده

ͳنمای وایبل توزی΄ خانواده از تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ یا پارامتری دو ͳنمای توزی΄
چوله ت�Έمدی ͳالΎچ تاب΄ وایبل، و گاما توزی΄ مانند تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ م�ͳباشد.
و گاما توزی΄ به�جای توزی΄ این از مؤثر طور به دارد. ی΋نوا مخاطره تاب΄ و راست به
در کرد. استفاده م�ͳتوان چوله داده�های یا زمان به وابسته داده�های ͳبررس برای وایبل
است. شده بیان تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ ویژگ�ͳهای و پیدایش ͳΎونΎچ ابتدا پایان�نامه این
آخر در است. شده ͳبررس توزی΄ این پارامترهای برآورد برای Έکلاسی روش�های سپس
صورت به بیز برآوردگر این�که دلیل به شده�است. ͳمعرف نامعلوم پارامترهای بیز برآوردگر
استفاده آن تقریب برای گیبس نمونه�گیری و ͳلیندل تقریب از نم�ͳشود، محاسبه ͳتحلیل
مقایسه ͳدرستنمای ماکزیمم برآوردگر با است، آمده به�دست که بیزی برآوردگر شده�است.

است. شده

برآوردگرکمترین روشبرآوردگرگشتاوری، توزی΄نمایͳتعمیمیافته، کلماتکلیدی:
L-گشتاوری، برآوردگر ،ͳبرآوردگرصدک برآوردگرکمترینمربعاتوزن�دار، مربعات،

.ͳدرستنمای ماکزیمم برآوردگر خطا، مرب΄ زیان تاب΄ بیز، برآوردگر
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مقدمه

،[٢٩,٢٨,٢٧] ورهالست٢ و توسطگومپرتز١[۵]، نوزدهم قرن اول نیمه در ͳتجمع توزی΄ تاب΄
زیر بصورت توزی΄ تواب΄ این از ͳ΋ی که شد استفاده میر و مرگ جداول مقایسه�ی برای

م�ͳباشد:
G(t) = (١− ρe−tλ)α t >

١
λ
ln ρ

مدل از ناش۴[١]، و آهوجا٣ بیستم قرن در م�ͳباشند. مثبت و ͳحقیق اعداد α و λ ،ρ که
ͳنمای توزی΄ یا یافته۵ تعمیم ͳنمای توزی΄ دادند. تعمیم بیشتر را آن و کردند استفاده بالا
بنابراین م�ͳباشد. ρ = ١ با ورهالست و گومپرتز توزی΄ تاب΄ از ͳخاص حالت به�عنوان ۶ͳتوان
باشد: زیر توزی΄ تاب΄ دارای اگر است پارامتری دو یافته تعمیم ͳنمای ͳتصادف متغیر Έی X

GE(α, λ) = FX(x;α, λ) = (١− e−λx)α x > ٠, α, λ > ٠

م�ͳباشند. مقیاس٨ و ش΋ل٧ پارامترهای به�ترتیب λ و α که
پارامتری سه ͳتوان وایبل توزی΄ خانواده به متعلق پارامتری دو یافته تعمیم ͳنمای توزی΄
وایبل توزی΄ همچنین است. شده مطرح سرویستاوا١٠[٢٠]، و مدهل΋ار٩ توسط است،که

Gompertz١

Verhoulst٢

Ahuja٣

Nash۴

Generalized Exponential Distribution۵

Exponentiated Exponential۶

Shape٧

Scale٨

Mudholkar٩

Sirvastava١٠



،[۶] سایرین و گوپتا١١ بوسیله که است ͳتوان توزی΄�های کلاس از ͳخاص نمونه�ی ͳتوان
است. پایه توزی΄ تاب΄ G(t) که است آمده بدست ،F (t) = [G(t)]α بصورت

کاملا̈ بطور پارامتری دو یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ از که است شده داده نشان همچنین
یا دوپارامتری گامای توزی΄ بجای (عمر) زمان به وابسته مثبت داده�های تحلیل برای مؤثر

م�ͳشود[٧]. استفاده پارامتری دو وایبل توزی΄
با توزی΄ این باشد، Έی برابر α ͳیعن یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ در ش΋ل پارامتر زمان�ͳکه
تعمیم�های یا بسط�ها وایبل توزی΄ و گاما توزی΄ م�ͳباشد. منطبق پارامتری Έی ͳنمای توزی΄

م�ͳباشند. مختلف روش�های به پارامتری Έی ͳنمای توزی΄
مؤلفه n شامل موازی١٢ سیستم Έی دارد. ͳخوب ͳ΋فیزی تعبیر یافته تعمیم ͳنمای توزی΄
اگر کند. کار مؤلفه n این از مولفه Έی که ͳزمان تا م�ͳکند کار سیستم بΎیرید، نظر در
تاب΄ صورت این در باشد، هم�توزی΄ و مستقل ͳنمای ͳتصادف متغیرهای مؤلفه n این عمر

م�ͳباشد: زیر بصورت سیستم عمر توزی΄
F (x;n, λ) = (١− e−λx)n x > ٠

α = n ش΋ل پارامتر با یافته تعیم ͳنمای توزی΄ تاب΄ بالا تاب΄ بوضوح م�ͳباشد. λ > ٠ که
بدست ی΋نواخت توزی΄ تاب΄ Έی از ͳآسان به یافته تعمیم ͳنمای ͳتصادف متغیر م�ͳباشد.
صورت این در باشد، [٠,١] از ی΋نواخت ͳتصادف متغیر Έی Uاگر مثال، برای م�ͳآیند.
ماشین�حساب�های همه اخیراً م�ͳباشد. تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ دارای X = −١

λ
ln(١−U

١
α )

بنابراین م�ͳباشند، [٠,١] بازه از ی΋نواخت ͳتصادف اعداد تولید به قادر کامپیوترها یا ͳعلم
تولید قابل ی΋نواخت ͳتصادف اعداد یΈرشته از ͳآسان به یافته تعمیم ͳنمای ͳتصادف اعداد

م�ͳباشند.
استفاده آن از چوله و عمر داده�های تحلیل برای که دارد مزیت خاصچندین توزی΄ این

م�ͳشود.
دوم فصل در و است شده داده ΀توضی توزی΄ این مختلف ویژگ�ͳهای اول فصل در
بیز برآوردگرهای ٣ فصل در است. شده مطرح آن پارامترهای برای ͳ΋کلاسی برآوردگرهای

است. شده آورده برآوردگرها این تقریب و آن پارامترهای

Gupta١١

Parallel١٢



١ فصل

تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄

گشتاوری ویژگ�ͳهای و ͳالΎچ تاب΄ ١.١

ͳالΎچ تاب΄ صورت این در باشد، تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ تاب΄ دارای X ͳتصادف متغیر اگر
صورت به آن

f(x;α, λ) = αλ(١− e−λx)α−١e−λx x > ٠ (١.١.١)

برای یافته تعمیم ͳنمای ͳالΎچ تاب΄ نمودار ١-١ درش΋ل م�ͳباشند. α, λ > ٠ که م�ͳباشد
ͳمختلف ش΋ل�های یافته تعمیم ͳنمای ͳالΎچ تاب΄ است. شده رسم λ = و١ αمختلف مقادیر
ͳالΎچ تاب΄ مانند و چوله مدی، Έت α > ١ برای و ͳنزول تاب΄ Έی ،α ≤ ١ برای دارد.
بزرگ ͳخیل مقادیر برای که م�ͳشود مشاهده است. شده کشیده راست به آن دم وایبل و گاما
و ،lnα در آن مد α > ١ برای باشد λ = ١ اگر م�ͳباشد. متقارن غیر همیشه ش΋ل پارامتر
میانΎین، م�ͳباشد. − ln(١ − (٠/۵) ١

α ) برابر میانه و م�ͳباشد. صفر در آن مد α ≤ ١ برای
بینهایت به ش΋ل پارامتر که ͳزمان و م�ͳباشند ش΋ل پارامتر از ͳغیرخط تواب΄ مد و میانه
میانΎین، ،α بزرگ مقادیر برای م�ͳکنند. میل ͳنامتناه مقدار Έی به آنها همه م�ͳکند میل
تاب΄ از یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ مختلف گشتاورهای هستند. lnα برابر تقریباً مد و میانه
مولد تاب΄ این�صورت در باشد، GE(α, λ) توزی΄ دارای X اگر م�ͳآیند. بدست گشتاور مولد

مختلف. αهای برای پارامتری دو تعمیم�یافته ͳنمای ͳالΎچ تاب΄ ١.١ ش΋ل



تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ .١ فصل

است: زیر بصورت ،t < λ به�ازای MX(t) ͳیعن گشتاور
MX(t) = EetX =

Γ(α + ١)Γ(١− t
λ
)

Γ(α− t
λ
+ ١)

(٢.١.١)

که م�ͳشود نتیجه بنابراین باشد. ͳم Γ(α+١)
Γ(α)

برابر t = λ در و صفر t > λ برای

E(X) =
١
λ
[ψ(α + ١)− ψ(١)] (٣.١.١)

V (X) =
١
λ٢

[ψ′(١)− ψ′(α + ١)] (۴.١.١)

برای توزی΄ این میانΎین هستند. پل�ͳگاما٢ و دایΎاما١ تواب΄ آن مشتق�های و ψ(.) = Γ́(.)
Γ(.)

که
ثابت λ برای م�ͳیابد، افزایش ͳخیل α زمان�ͳکه م�ͳکند. میل بینهایت به بزرگ α و ثابت λ
وایبل و گاما توزی΄ در ͳویژگ این م�ͳیابد. افزایش π٢

۶λ به�سمت و م�ͳشود زیاد هم واریانس
به واریانس م�ͳیابد افزایش ش΋ل پارامتر زمان�ͳکه گاما، توزی΄ در است. متفاوت کاملا̈
واریانس ،α ش΋ل بزرگپارامتر مقادیر برای وایبل توزی΄ در درحالی΋ه م�ͳکند، میل بینهایت

م�ͳباشد. π٢

۶λα٢ برابر تقریباً
م�ͳشوند: محاسبه زیر بصورت توزی΄ این ͳکشیدگ و ͳΎچول

β٢ =
µ۴
µ٢٢

,
√
β١ =

µ٣

µ
٣
٢
٢

(۵.١.١)

چند یا تواب΄ برحسب که هستند چهارم و سوم دوم، گشتاورهای بترتیب µ۴و µ٣ ،µ٢ که
م�ͳآیند[١٠]. بدست پل�ͳگاما و دایΎاما جمله�ای�های

µ٢ =
١
λ٢

[ψ′(١)− ψ′(α + ١) + (ψ(α+ ١)− ψ(١))٢]

µ٣ =
١
λ٣

[ψ′′(α + ١)− ψ′′(١) + ٣(ψ(α+ ١)− ψ(١))(ψ′(١)− ψ′(α + ١)) + (ψ(α + ١)− ψ(١))٣)]

µ۴ =
١
λ۴

[ψ′′′(١)− ψ′′′(α+ ١) + ٣(ψ′(١)− ψ′(α + ٢((١ + ۴(ψ(α + ١)− ψ(١))

×(ψ′′(α + ١)− ψ′′(١)) + ۶(ψ(α + ١)− ψ(١))٢

×(ψ′(١)− ψ′(α + ١)) + (ψ′′′(١)− ψ′′′(α + ١))۴]

داده نشان عددی بصورت م�ͳباشند. مقیاس پارامتر از مستقل دو هر ͳکشیدگ و ͳΎچول
تقریباً ͳΎچول حدی مقدار و م�ͳباشند α از ͳکاهش ͳتوابع ͳکشیدگ و ͳΎچول که است شده

Diagamma١

Polygamma٢



تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ .١ فصل

مختلف. αهای برای پارامتری دو تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ مخاطره تاب΄ :٢.١ ش΋ل

مختلف αهای برای پارامتری دو تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ مخاطره ع΋س تاب΄ :٣.١ ش΋ل

م�ͳباشد. ١٣٩۵۴٧/١

مخاطره تاب΄ ع΋س و مخاطره تاب΄ ٢.١
م�ͳشود تعریف زیر بصورت یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ مخاطره تاب΄

h(x;α, λ) =
f(x;α, λ)

١− F (x;α, λ)
=
αλe−λx(١− e−λx)α−١

١− (١− e−λx)α
(۶.٢.١)

به فقط و نیست وابسته λ به مخاطره تاب΄ ش΋ل م�ͳباشد، مقیاس پارامتر λ که ͳآنجای از
است. وابسته α

و دارد صعودی مخاطره تاب΄ یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ ،α > ١ و λ ثابت مقادیر برای
دارد. ͳنزول مخاطره تاب΄ ،α < ١ و λ ثابت مقادیر برای

ͳنمای توزی΄ برای مخاطره ع΋س تاب΄ م�ͳباشد. ثابت آن مخاطره تاب΄ ،α = ١ برای
است: زیر بصورت یافته تعمیم

γ(x;α, λ) =
f(x;α, λ)

F (x;α, λ)
=

αλe−λx

١− e−λx
(٧.٢.١)

م�ͳباشد. x از ͳنزول تاب΄ Έی مخاطره مع΋وس α،تاب΄ مقادیر همه برای
نامعلوم پارامترهای فیشر اطلاعات ماتریس محاسبه برای آن ع΋س و مخاطره تاب΄
ماتریس محاسبه بنابراین دارد ͳمناسب ش΋ل γ(x;α, λ) ،GE توزی΄ در م�ͳشوند. استفاده

م�ͳباشد. راحت فیشر اطلاعات

ͳترتیب آماره�های ٣.١
و α ش΋ل پارامتر با یافته تعمیم ͳنمای مستقل ͳتصادف متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض
ͳتصادف متغیر n این ͳترتیب آماره�های X(١) < · · · < X(n) بنابراین باشند. ١ مقیاس پارامتر

است: زیر بصورت X(n) ͳیعن ͳترتیب آماره بزرگترین ͳالΎچ تاب΄ م�ͳباشند.
fX(n)

(x;α) = nαe−x(١− e−x)nα−١ (٨.٣.١)



تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ .١ فصل

دارد. ١ و nα مقیاس و ش΋ل پارامتر با بترتیب یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ هم X(n) بنابراین،

توزی΄مجموعمتغیرهایتصادفͳنمایͳتعمیمیافته ۴.١

مجموع توزی΄ ندارد، ͳمناسب ش΋ل یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ گشتاور مولد تاب΄ که ͳآنجای از
نم�ͳآید. بدست ͳبه�راحت یافته تعمیم ͳنمای مستقل ͳتصادف متغیر n

است. بتا توزی΄ دارای e−X که داد نشان م�ͳتوان باشد، GE(α,١) توزی΄ دارای X اگر
بدست برای است، ساده�تر بتا توزی΄ دارای مستقل ͳتصادف متغیرهای مطالعه که ͳآنجای از
شده�اند. استفاده مؤثری بطور یافته تعمیم ͳنمای مستقل ͳمتغیرتصادف n مجموع توزی΄ آوردن
تعمیم ͳنمای ͳنامتناه آمیخته بصورتیΈتوزی΄ مستقل ͳتصادف متغیر n این مجموع توزی΄

است. U ∼ B(١, α) باشد U = e−x و ،X ∼ GE(α,١) اگر [٨] م�ͳباشد. یافته
بنابراین ،Xi ∼ GE(αi,١) که باشند مستقل ͳتصادف متغیرهای X١, . . . , Xn اگر بنابراین

م�ͳباشند. مستقل i = ١, . . . , n برای Uiها و Ui = e−Xi ∼ B(١, αi)

دومتغیره یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ ۵.١

کنید فرض شد، گفته دوپارامتری یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ مورد در که ͳمطالب به توجه با
باشد. λ > ٠ و α٣ > ٠ ،α٢ > ٠ ،α١ > ٠ که

هم از مستقل و U٣ ∼ GE(α٣, λ) و U٢ ∼ GE(α٢, λ) ،U١ ∼ GE(α١, λ) همچنین
متغیر دو آنΎاه X٢ = max{U٢, U٣} و X١ = max{U١, U٣} کنیم تعریف اگر حال باشند.
و α٣ و α٢ ،α١ ش΋ل پارامترهای با دومتغیره یافته تعمیم ͳنمای توزی΄ دارای (X١, X٢)

م�ͳشود. داده نشان ٣BV GE(α١, α٢, α٣, λ) بصورت و م�ͳباشند λمقیاس پارامتر

برای (X١, X٢) توأم توزی΄ باشند (X١, X٢) ∼ BV GE(α١, α٢, α٣) اگر ١.۵.١ قضیه
م�ͳباشد: زیر بصورت x٢ > ٠ و x١ > ٠

FX١,X٢(x١, x٢) = (١− e−x١)α١)١− e−x٢)α١)٢− e−z)α٣ (٩.۵.١)

م�ͳباشد. z = min{x١, x٢} که

کنید. مراجعه به[١۶]، : اثبات

Bivariate Generalized Exponential٣



تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ .١ فصل

م�ͳشود: نوشته زیر صورت به بالا رابطه
FX١,X٢(x١, x٢) = FGE(x١;α١)FGE(x٢;α٢)FGE(z;α٣)

=


FGE(x١;α١ + α٣)FGE(x٢;α٢) if x١ < x٢

FGE(x١;α١)FGE(x٢;α٢ + α٣) if x٢ < x١

FGE(x;α١ + α٢ + α٣) if x١ = x٢ = x

(X١, X٢) توأم ͳالΎچ تاب΄ باشند، (X١, X٢) ∼ BV GE(α١, α٢, α٣) اگر ٢.۵.١ قضیه
است زیر بصورت x٢ > ٠ و x١ > ٠ برای

fX١,X٢(x١, x٢) =


f١(x١, x٢) if ٠ < x١ < x٢ <∞
f٢(x١, x٢) if ٠ < x٢ < x١ <∞
f٠(x) if ٠ < x١ = x٢ = x <∞

شده�اند تعریف زیر صورت به f٢ و f١ ،f٠ آن در که

f١(x١, x٢) = fGE(x١;α١ + α٣)fGE(x٢;α٢)

= (α١ + α٣)α١)٢− e−x١)α١+α١)١−٣− e−x٢)α١−٢e−x١−x٢

f٢(x١, x٢) = fGE(x١;α١)fGE(x٢;α٢ + α٣)

= (α٢ + α٣)α١)١− e−x١)α١)١−١− e−x٢)α٢+α١−٣e−x١−x٢

f٠(x) =
α٣

α١ + α٢ + α٣
fGE(x;α١ + α٢ + α٣)

= α١)٣− e−x)α١+α٢+α١−٣e−x

برای بترتیب ð٢FX١,X٢ (x١,x٢)

∂x١∂x٢
گرفتن درنظر با f٢(x١, x٢) و f١(x١, x٢) حاصل : اثبات

م�ͳآیند. بدست x٢ < x١ و x١ < x٢

آید ͳم به�دست زیر روابط نوشتن با f٠(x) و

∫ ∞

٠

∫ x٢

٠
f١(x١, x٢)dx١dx٢ +

∫ ∞

٠

∫ x١

٠
f٢(x١, x٢)dx٢dx١

+

∫ ∞

٠
f٠(x) = ١ (١٠.۵.١)∫ ∞

٠

∫ x٢

٠
f١(x١, x٢)dx١dx٢ = α٢

∫ ∞

٠
(١− e−x)α١+α٢+α١−٣e−xdx(١١.۵.١)∫ ∞

٠

∫ x١

٠
f٢(x١, x٢)dx٢dx١ = α١

∫ ∞

٠
(١− e−x)α١+α٢+α١−٣e−xdx(١٢.۵.١)



تعمیم�یافته ͳنمای توزی΄ .١ فصل

∫داریم: ∞

٠
f٠(x)dx = α٣

∫ ∞

٠
(١− e−x)α١+α٢+α١−٣e−xdx =

α٣

α١ + α٢ + α٣
(١٣.۵.١)

اینصورت در باشند، (X١, X٢) ∼ BV GE(α١, α٢, α٣) اگر ٣.۵.١ قضیه
FX١,X٢(x١, x٢) =

α١ + α٢

α١ + α٢ + α٣
Fa(x١, x٢) +

α٣

α١ + α٢ + α٣
Fs(x١, x٢)

و Fa(X١, X٢) = (١− e−z)α١+α٢+α٣ ،z = min{x١, x٢} که

Fs(X١, X٢) =
α١ + α٢ + α٣

α١ + α٢
(١− e−x١)α١)١− e−x٢)α١)٢− e−Z)α٣

− α٣

α١ + α٢
(١− e−Z)α١+α٢α٣ >

م�ͳباشند. پیوسته کاملا̈ و منفرد Fa(x١, x٢) و Fs(x١, x٢) اینجا

از Fa(x١, x٢) آوردن بدست برای : اثبات
FX١,X٢(x١, x٢) = Fa(x١, x٢) + (١− p)Fs(x١, x٢)

م�ͳکنیم محاسبه را زیر عبارت ،٠ ≤ p ≤ ١

∂٢FX١,X٢(x١, x٢)

∂x١∂x٢
= pFa(x١, x٢) =

{
f١(x١, x٢) if x١ ≤ x٢

f٢(x١, x٢) if x١ > x٢

است زیر به�صورت م�ͳآید بدست p برای که مقداری
که: زیر حقایق نوشتن با

p =

∫ ∞

٠

∫ x٢

٠
f١(x١, x٢)dx١dx٢

+

∫ ∞

٠

∫ x١

٠
f٢(x١, x٢)dx٢dx١ =

a١ + a٢
a١ + a٢ + a٣

Fa(x١, x٢) =

∫ x١

٠

∫ x٢

٠
fa(u, v)dudv

م�ͳآید. بدست بالا رابطه از Fs(x١, x٢) شوند، تعریف Fa(x١, x٢) و p ͳوقت
باشد: زیر بصورت پیشامدی A کنید فرض

A = {U١ < U٣} ∩ {U٢ < U٣}

P (A) = α٣
α١+α٢+α٣

دراینصورت



بنابراین

FX١,X٢(x١, x٢) = P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢ | A)P (A)

+P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢ | A′)P (A′)

کردیم تعریف قبلا̈ که z برای بعلاوه
P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢ | A′)

و
P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢ | A) = (١− e−Z)α١+α٢+α٣

م�ͳآید. بدست ١ از ͳقبل حاصل تفریق با
است x١ ̸= x٢ که ͳزمان آن دوم ͳجزئ مشتق و است منفرد ،(١− e−Z)α١+α٢+α٣ بوضوح
دوم ͳجزئ مشتق و است پیوسته کاملا̈ قسمت P (X١ ≤ x١, X٢ ≤ x٢ | A′) و م�ͳباشد، صفر

م�ͳباشد. ͳالΎچ تاب΄ Έی آن
است. شده تش΋یل منفرد قسمت Έی و پیوسته قسمت Έی از BVGE توزی΄ بنابراین
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