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یده چ

فشرده فضاهای مورد در بحث به است، شده تنظیم [١٢] مرجع اساس بر که سمینار این
ضعیف از واقع در Xs پایدار فشرده فضاهای م پردازد. فشرده مرتب فضاهای و پایدار
این در م شود. ناش باز بالایی مجموعه های به X فشرده مرتب فضاهای توپولوژی کردن
مرتب فضای از استفاده Xsبا پایدار فشرده فضای ی احتمال توان دامنه بررس به سمینار
اجازه ما به کار این م پردازیم. تابع آنالیز و اندازه نظریه کلاسی ابزارهای و X فشرده
۴ . ٧ قضیه در که جدیدی نتایج همچنین و مشهور و جور جمع و زیبا، روش ی که م دهد

یریم. ب نتیجه را است شده خلاصه
پایدار. فشرده فضاهای ، احتمال توان دامنه معنایی، دامنه های کلیدی: های واژه

مقدمه ١

به پلاتکین٣[٩] جونز٢و توسط احتمال دامنه توان و ارزیابی ها نمادین١، شناس درمعن
پدیده       های بندی مدل منظور به احتمال، اندازه های فضای و احتمالات برای زین جای عنوان
شده بیشتری توجه احتمال توان دامنه به اخیراً است. شده معرف برنامه ریزی در احتمال
[٧] در که اصل خاصیت چند بجز احتمال توان دامنه بحث در پیش زمینه ها بیشتر است.

نیست. ان پذیر ام آسان به آنها به دسترس که است پایان نامه هایی در هم است آمده
دیدگاه از دامنه نظریه یا متری فضاهای نظریه پایه بر نمادین، معن شناس مبحث
برای احتمالات و اندازه ها درباره بحث منظور به است. شده پایه گذاری ات۴ اس اس. دی.

ی کنیم. سازگار دامنه ها با را انتگرال و احتمال اندازه، کلاسی مفاهیم باید ، شناس معن
دامنه، هر ببینید). را [٧]) است پیوسته جهت دار کامل جزیی مرتب مجموعه ی دامنه،
م کند. حمل را نیست هاسدورف و بوده T۰ که ات، اس توپولوژی ، ذات توپولوژی ی
م کنند، مرتبط ات‐باز اس مجموعه هر به را اندازه از نوع تعریف، طبق که ارزیابی ها

توان دامنه خودش، در دامنه ی از دامنه ی روی ارزیابی ها م گیرند. را اندازه ها جای
م شود. نامیده توسعه یافته احتمال

١Denotational semantics
٢Jones
٣Plotkin
۴D.S. Scott

١



یافته توسعه احتمال توان دامنه و ، کلاسی های اندازه به را ارزیابی ها که مایلیم البته
کنیم. بازگو اندازه ها همه فضای به را

هاسدورف، فضاهای مورد در بحث به منحصراً و تقریباً ، توپولوژی اندازه نظریه
طبیع بنابراین، است. پرداخته تام متری فضاهای و فشرده موضعاً فضاهای به بخصوص

هستند فشرده هاسدورف لاوسون۵، توپولوژی برای که دامنه هایی به را دامنه هایمان که است
توپولوژی که است دامنه هایی روی ذات توپولوژی ی لاوسون توپولوژی این که کنیم محدود
دامنه های همه که طوری به نیست سنگین زیاد محدودیت این م کنند. تظریف را ات اس
ببینید). را هستند([١٠] لاوسون فشرده دامنه ها، از دکارت بسته رسته ی در مشمول
تفکر به را ما کار این م شوند. نامیده نیز پایدار فشرده هستند، فشرده لاوسون که دامنه هایی
هستند، مفید خیل نیز معن شناس مبحث در اخیراً که پایدار فشرده فضاهای درباره بیشتر
دقیقاً ناخبین۶[١٧] دیدگاه از (X,G) پایدار فشرده فضاهای ببینید). را م دهد([١١] سوق
به آن توپولوژی کردن ضعیف با ،(X,G,≤) فشرده مرتب فضاهای از که هستند فضاهایی

م شوند. ناش باز، بالایی مجموعه های همه از G گردایه
فهم قابل و ساده ندارند، آشنایی دامنه نظریه با که خوانندگان برای ما بحث اینکه برای

ی از کلاسی تابع آنالیز از ما م کنیم. کار فشرده مرتب فضاهای روی بیشتر ما باشد
و (X,G) پایدار فشرده فضای روی ارزیابی ها بین نزدی ارتباط نتیجه گیری برای طرف
منتظم بورل اندازه های ر دی طرف از و فضایی، چنین روی احتمال توان دامنه خصوصیات
ضعیف*‐توپولوژی در (X,O) روی احتمال اندازه های از فشرده ای محدب مجموعه و
ار ب هستند لاوسون فشرده که دامنه هایی برای بخصوص ما نتایج همه م کنیم. استفاده

م روند.

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

از است، شده ذکر روشن به که مواردی بجز قسمت، این در رفته ار ب قضیه های و تعاریف
شده اند. گرفته [١] مرجع

۵Lawson
۶Nachbin

٢



،poset یا مرتب جزئاً مجموعه ی ،≤ دوتایی رابطه با همراه P مجموعه .٢ . ١ تعریف
باشد: برقرار x, y, z ∈ P هر برای زیر شرایط هرگاه م شود نامیده

١) x ≤ x (بازتابی)

٢) x ≤ y
∧
y ≤ z =⇒ x ≤ z (تعدی)

٣) x ≤ y
∧
y ≤ x =⇒ x = y ( (پادتقارن

ی م آید، دست به که چیزی برداریم، ٢ . ١ تعریف از را پادتقارن شرط اگر .٢ . ٢ تعریف
است. پیش ترتیب٧

باشد. مرتب جزئاً مجموعه ی (P,≤) کنید فرض .٢ . ٣ تعریف

y ∈ A ،y ≥ x هر برای x ∈ A اگر است بالایی مجموعه ی P از A زیرمجموعه .١
م دهیم. نشان ↑ A با را A از عضوی بالای عناصر همه مجموعه کند. ایجاب را
و پایین مجموعه م دهیم. نشان ↑ x صورت به را ↑ {x} نرود، اشتباه بیم هرگاه

م شوند. تعریف مشابه بطور ،↓ A

هر بالای ،x هرگاه م شود نامیده A ⊆ P زیرمجموعه برای بالا کران x ∈ P عنصر .٢
همه مجموعه م دهیم. نشان A ≤ x با معمولا را حالت این باشد. A از عنصری

م دهیم. نشان ub(A) با را A بالای کران های

به نباشد؛ آن بالای ،P از ری دی عنصر هیچ اگر است ماکسیمال x ∈ P عنصر .٣
م شود. تعریف مشابه بطور نیز مینیمال عنصر .↑ x

∩
P = {x} ر دی عبارت

عنصر بزرگ ترین x آنگاه باشند x ∈ P مانند عنصری پایین ،P عناصر همه اگر .۴
نامیده نیز زیر٨ عنصر که است عنصر کوچ ترین مشابه، تعریف م شود. نامیده

م شود.
٧Preorder
٨Bottom element

٣



عنصر کوچ ترین ی ،A بالای کران های مجموعه ،A ⊆ P زیرمجموعه برای اگر .۵
صورت به را آن و م شود نامیده A مفصل٩ یا سوپریمم x آنگاه باشند، داشته را x

م دهیم. نشان x =
⊔
A

f : P → Q تابع باشند. مرتب جزئاً مجموعه دو Q و P کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
باشیم داشته نیز Q در ،x ≤ y شرط با x, y ∈ P هر برای هرگاه م شود نامیده نوا ی

.f(x) ≤ f(y)

ی باشد. X ناته مجموعه زیرمجموعه های جبر ،A کنید فرض .([١۶]) ۵ . ٢ تعریف
A به متعلق آنها همه که است زیرمجموعه هایی توسط افرازی ،X مجموعه A‐افراز١٠

هستند.

f : X → کراندار تابع باشد. توپولوژی فضای ی X کنید فرض .([١۶]) ۶ . ٢ تعریف
،(µ متناه جمع پذیر نامنف کراندار اندازه و A جبر به (نسبت است S‐انتگرال پذیر ،R
بالایی انتگرال این که باشد مساوی هم با ،A و µ با متناظر ،f پایین و بالایی انتگرال هرگاه

بصورت ترتیب به پایین ∫و
fdµ = inf

P
Su(f, µ,P)

∫و
fdµ = sup

P
Sl(f, µ,P)

و است X متناه A‐افراز ی ، P آن در که م شوند تعریف

Su(f, µ,P) =
∑
P∈P

sup f(P )µ(P )

و
Sl(f, µ,P) =

∑
P∈P

inf f(P )µ(P ).

را آنها و خوش تعریف اند Sl(f, µ,P) و Su(f, µ,P) لذا کراندارند µ و f که آنجایی از
A‐افراز و µ با متناظر f داربوکس پایین مجموع و ١١ داربوکس بالایی مجموع ترتیب به

٩Join
١٠A− partition
١١Darboux sum

۴



م نامند. P متناه
نشان S

∫
fdµ با و م نامند ریمان‐اشتیلیس را f انتگرال باشد، S‐انتگرال پذیر ،f اگر

م دهند.

ارزیابی١٢روی ی باشد. توپولوژی فضای ی (X, τ) کنید فرض .([١٣]) ٢ . ٧ تعریف
است زیر خواص با µ : τ → [۰,۱] ⊆ R مانند تابع X

µ(∅) = ۰ است: اکید µ •

µ(U) + µ(V ) = µ(U ∪ V ) + µ(U ∩ V ) است: مدولار µ •

.U ⊆ V → µ(U) ⊆ µ(V ) است: صعودی نوای ی µ •

١٣ افق انتگرال باشد. R Xبه از تابع f و ارزیابی ی µ کنید فرض .([١۶]) ٢ . ٨ تعریف
بصورت µ ارزیابی از مستقیم بطور f ∫تابع

X

fdµ =

∫ ∞

۰
fµ(r)dr

آن در که م شود تعریف

fµ(r) = µ
(
f−۱ (]r,∞])

)
.

وجود
∫∞
۰ fµ(r)dr ناسره ریمان انتگرال که م بینیم لذا است نوا ی نزول fµ که آنجایی از

است. ∞ به واگرا یا و متناه مقداری به را هم یا و دارد

انتگرال و S‐انتگرال ،f : X → R اندازه پذیر کراندار تابع ی برای .([١۶]) ٢ . ٩ گزاره
است. برابر هم با و موجود دو هر ، افق

Pجهت دار١۴ Aاز زیرمجموعه باشد. مرتب جزئاً مجموعه Pی کنید فرض .٢ . ١٠ تعریف
مجموعه اگر باشند. Aداشته در بالا کران ی ،A عناصر از زوج هر و بوده ناته هرگاه است

م دهیم. نشان
⊔↑A با را آن باشد داشته سوپریمم ی ،A جهت دار

١٢Valuation
١٣Horizontal integral

۵



مانند تابع ،(X, τ) توپولوژی فضای در تور١۵ ی .٢ . ١١ تعریف

f : I → X

f(α) = xα

تابع اگر م دهیم. نشان {xα} با ومعمولا است جهت دار مجموعه ی ،I آن در که است
نامیده تور اندیس گذار مجموعه ،I مجموعه م نامیم. نوا١۶ ی تور ی را آن باشد نوا ی ،f

م شود.

عمل ی با همراه P مانند مجموعه ی از است عبارت مخروط١٧ ی .٢ . ١٢ تعریف
خواص کلیه و α ≥ ۰ آن در که (α, a) 7→ αa عددی ضرب ی و (a, b) 7→ a + b جمع

باشد. داشته را برداری فضای ی

دارد، سوپریمم ی آن، جهت دار زیرمجموعه هر Dکه مرتب جزئاً مجموعه .٢ . ١٣ تعریف
م شود. نامیده dcpo ی اختصار، به یا و جهت دار کامل مرتب جزئاً مجموعه

مجهز D dcpoی ی از است عبارت dcpo‐مخروط١٨، ی .([١۶]) ١۴ . ٢ تعریف
الر اس ضرب ی و + : D × D → D جمع ی و ۰ ∈ D متمایز عنصر ی به
معکوس خاصیت بجز برداری، فضای ی خواص کلیه بطوری که ،· : R+ × D → D

.(۰ · a = ۰ ،a ∈ D هر برای که کنیم فرض باید حالت این (در باشد برقرار جمع

،f : D → E تابع باشند. dcpo دو E و D مجموعه های کنید فرض .١۵ . ٢ تعریف
از A جهت دار زیرمجموعه هر برای و بوده نوا ی هرگاه م شود نامیده پیوسته ات‐) (اس
D از نقطه وار نوای ی پیوسته توابع همه مجموعه .f(

⊔↑A) =
⊔↑ f(A) باشیم داشته D

حفظ را زیر عنصر که جهت دار dcpoهای بین توابع م دهیم. نشان [D −→ E] با را E به
م شوند. نامیده اکید م کنند،

است ات‐)بسته (اس ،A مجموعه زیر باشد. dcpo ی D کنید فرض .١۶ . ٢ تعریف
باشد. بسته جهت دار، مجموعه های زیر سوپریمم تحت و بوده پایین مجموعه ی هرگاه

به D روی σD ات‐توپولوژی١٩ اس باشد. dcpo ی D کنید فرض .٢ . ١٧ تعریف
١۵Net
١۶Monotone net
١٧Cone
١٨Dcpo-cone
١٩Scott-topology

۶



شود: م تعریف زیر صورت
مجموعه هر برای و بوده بالایی مجموعه ی هرگاه است ات‐)باز (اس ،O ⊆ D مجموعه

کند. ایجاب را a ∈ A ∩O ی وجود ،
⊔↑A ∈ O رابطه ،A ⊆ D جهت دار

همه شامل توپولوژی ترین کوچ ،D dcpoی ی روی لاوسون٢٠ توپولوژی .٢ . ١٨ تعریف
است. D\ ↑ x فرم به مجموعه های همه و ات‐باز اس مجموعه های

بسته مجموعه دو هر برای هرگاه است نرمال ،X توپولوژی فضای .([١٧]) ٢ . ١٩ تعریف
مجزا که بطوری باشند، داشته وجود A۲ و A۱ باز مجموعه های ،X در E۲ و E۱ مجزای و

باشد. E۲ ⊆ A۲ و E۱ ⊆ A۱ و بوده

اگر است نرمال ،X توپولوژی فضای .(١ قضیه ،[١٧] اوریسون (جداسازی ٢ . ٢٠ قضیه
پیوسته و حقیق تابع ،E۱, E۲ ⊂ X مجزای بسته زیرمجموعه دو هر برای اگر تنها و
آنگاه x ∈ E۲ اگر و f(x) = ۰ آنگاه x ∈ E۱ اگر که باشد چنان X روی ۰ ≤ f ≤ ۱

.f(x) = ۱

است. نرمال ، متری فضای هر و فشرده هاسدورف فضای هر .([١٧]) ٢ . ٢١ مثال

E۱ ⊆ E زیرمجموعه باشد. پیش مرتب مجموعه Eی کنید فرض .([١٧]) ٢ . ٢٢ تعریف
مجموعه کند. ایجاب را a ∈ E۱ رابطه ،b ∈ E۱ و a ≤ b هرگاه م شود نامیده ٢١ کاهش

م شود. تعریف مشابه بطور ، افزایش

نرمال بطور پیش ترتیب، ی به مجهز X برداری فضای ی .([١٧]) ٢ . ٢٣ تعریف
X از E۲ و E۱ مجزای بسته زیرمجموعه دو هر برای هرگاه م شود نامیده پیش مرتب
داشته وجود A۲ و A۱ مجزای و باز زیرمجموعه دو است، افزایش E۲ و کاهش E۱ که

باشد. افزایش و E۲ شامل A۲ و کاهش و E۱ شامل A۱ که بطوری باشد،

شرایط بر علاوه هرگاه است مرتب نرمال بطور X برداری فضای .([١٧]) ٢۴ . ٢ تعریف
باشد. ترتیب ی آن، پیش ترتیب ،٢ . ٢٣ تعریف

مجموعه با برابر E مجموعه روی پیش ترتیب ی گراف٢٢ .([١٧]) ٢۵ . ٢ تعریف
٢٠Lawson topology
٢٢Graph

٧



GE = {(x, y) ∈ E × E : x ≤ y}

است.

آن، گراف هرگاه است بسته ،X توپولوژی فضای روی ترتیب ی .([١٧]) ٢۶ . ٢ تعریف
باشد. E × E توپولوژی فضای از بسته ای زیر مجموعه

فضای ی بسته، ترتیب ی به مجهز X توپولوژی فضای هر .([١٧]) ٢ . ٢٧ گزاره
است. هاسدورف

ترتیب ی به که است فشرده فضای ی فشرده، مرتب فضای ی .([١٧]) ٢ . ٢٨ تعریف
باشد. شده مجهز بسته

مرتب بطورنرمال فضای ی فشرده، مرتب فضای هر .(۴ قضیه نتیجه ،[١٧]) ٢ . ٢٩ قضیه
است.

تحویل ناپذیر ،X توپولوژی فضای از A ناته دلخواه زیرمجموعه .([۴]) ٢ . ٣٠ تعریف
را A ⊆ C یا A ⊆ B ،A ⊆ B ∪C رابطه ،C و B بسته زیرمجموعه های برای هرگاه است

کند. ایجاب

زیرمجموعه هر هرگاه گوییم متعادل٢٣ را X توپولوژی فضای .([۴]) ٢ . ٣١ تعریف
باشد. تا ی نقطه ی بستار ،X از بسته تحویل ناپذیر

،x م گوییم ،x, y ∈ D عناصر برای باشد. dcpo ی D کنید فرض .([۴]) ٢ . ٣٢ تعریف
جهت دار مجموعه های همه برای هرگاه م زند تقریب را y ،x یا است y مسیر‐پایین٢۴
x ≪ y علامت با و کند ایجاب را x ≤ a رابطه aای، ∈ A برای y ≤

⊔↑A ،A ⊆ D

م دهیم. نشان

≤ جزئ ترتیب به مجهز توپولوژی فضای ی (X,G) کنید فرض .([۴]) ٢ . ٣٣ تعریف
داریم باشد.

٢٣Sober
٢۴Way-below

٨



هر برای و بوده فشرده موضعاً و متعادل هرگاه است پایدار٢۵ فشرده موضعاً ،X .١
عبارت به H؛ ≤G G۱ ∩G۲ آنگاه ،H ≤G G۲ و H ≤G G۱ اگر ،G۱, G۲, H ∈ G

باشد. افزاینده ،G روی تقریبی رابطه ر، دی

باشد. پایدار فشرده موضعاً و بوده فشرده هرگاه است پایدار٢۶ فشرده ،X .٢

داشته وجود ،x ̸= y هر برای هرگاه است T۰ ،X توپولوژی فضای .([٧]) ٣۴ . ٢ تعریف
باشد. آنها از ی شامل دقیقاً که بطوری X در بازی مجموعه باشد

ناته مجموعه ای روی حقیق توابع برداری فضای ،L تابع٢٧ فضای .([٢]) ٣۵ . ٢ تعریف
که باشند L به متعلق ،f, g ∈ L هر ازای به f ∧ g و f ∨ g توابع ه طوری به است X مانند

آن در

.(f ∨ g)(x) = max {f(x), g(x)} و (f ∧ g)(x) = min {f(x), g(x)}

فضای ی X کنید فرض .(٣٬١١ قضیه (استون‐وایراشتراس٢٨[٢]، ٣۶ . ٢ قضیه
شامل و بوده X نقاط جداکننده پیوسته توابع تابع فضای L و باشد فشرده توپولوژی
است. ال چ نواخت، ی متری به نسبت C(X) در L صورت، این در باشد. ۱ ثابت تابع

توان دامنه ،(X, τ) روی (پیوسته) ارزیابی های همه مجموعه .([١٣]) ٢ . ٣٧ تعریف
م شود. نامیده X ٢٩ احتمال

برداری فضای در ۰ همسای ی V اگر .(١۵٬٣ قضیه ،[١٩] (باناخ‐آلااغلو ٢ . ٣٨ قضیه
و باشد X توپولوژی

K = {Λ ∈ X∗ : |Λx| ≤ ۱; ∀x ∈ V }

است X توپولوژی برداری فضای دوگان X∗ آن در که است ضعیف*‐فشرده ،K آنگاه
هستند. X روی پیوسته خط تابع های آن، عناصر ه به طوری

٢۵Stably locally compact
٢۶Stably compact
٢٧Function space
٢٨Stone-Weierstraß
٢٩Probabilistic Powerdomain
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مرتب توپولوژی فضاهای ٣

از را مرتب) فضای ی خلاصه، جزیی(بطور مرتب توپولوژی فضای ی بخش، این در
O توپولوژی ی با همراه X مجموعه ی ر، دی عبارت به م گیریم، نظر در ناخبین دیدگاه
معادل تعریف این است. بسته X ×Xدر ترتیب گراف که به طوری ≤ جزیی ترتیب ی و
U مجزای همسای های باشد داشته وجود X در x ≰ y دو هر برای وییم ب که است این
ایجاب که است پایین مجموعه ی V و بالایی مجموعه ی U آن، در که y از V و x از

باشند. هاسدورف فضاهای مرتب، فضاهای م کند
که است X روی توپولوژی ی نیز X باز بالایی زیرمجموعه های از G = O↑ گردایه

نیست. هاسدورف اما است T۰ ، پایین توپولوژی این م شود. نامیده پایین توپولوژی
یافته گسترش حقیق خط برای بخصوص را اصطلاحات این ما

R = [−∞,+∞] = R ∪ {−∞,+∞}

م بریم. ار ب باز بازه های با شده تولید τ معمول هاسدورف توپولوژی و معمول تام ترتیب با
یل تش را τ ↑ پایین توپولوژی آنها هستند. ]r,+∞[ بازه های سره، باز بالایی مجموعه های

حقیق اعداد مانند ،R از زیرمجموعه هایی برای را اصطلاحات این ما همچنین م دهند.
یافته گسترش نامنف اعداد و R+ = [۰,+∞[ نامنف حقیق اعداد ،R = ]−∞,+∞[

م بریم. ار ب R+ = [۰,+∞]

م کنیم: قرارداد را زیر اصطلاح های و مفاهیم ،g : X → R توابع برای

||g|| := sup
x∈X

|g(x)|,

کراندار پیوسته توابع همه برداری فضای .||g|| < +∞ اگر است کراندار g م گوییم و
با را آن نامنف عضوهای مثبت مخروط و C(X) با را ||f || سوپریمم‐نرم با f : X → R

م گیریم نظر در معکوس تصویر برای را زیر قرارداد r ∈ R هر برای م دهیم. نشان C+(X)

[g > r] := g−۱(]r,+∞]) = {x ∈ X : g(x) > r} .

X در [g > r] ،r ∈ R هر برای هرگاه م شود نامیده پایین نیمه پیوسته g معمول طبق
با را g : X → R+ نامنف و کراندار ، پایین نیمه پیوسته توابع همه مجموعه باشد. باز

م دهیم. نشان LSC+(X)
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ایجاب را g(x) ≤ g(y) ،x ≤ y هرگاه است ترتیب حافظ یا صعودی نوای ی g گوییم
است. بالایی مجموعه ی [g > r] ،r ∈ R همه برای وییم ب که اینست معادل که کند

که: م کنیم توجه

هر برای اگر فقط و اگر است پایین نیمه پیوسته و صعودی نوای ی g تابع .٣ . ١ گزاره
با متناظر g اگر فقط و اگر ر، دی عبارت به باشد، بالایی باز مجموعه ی [g > r] ،r ∈ R

باشد. پیوسته R روی τ ↑ و X روی G = O↑ پایین توپولوژی های

پایین نیمه پیوسته و صعودی نوای ی کراندار، ، نامنف توابع همه مجموعه بعد، به این از
C+(X) با را g : X → R+ پیوسته توابع همه مجموعه و LSC↑

+(X) با را g : X → R+

م دهیم. نشان
که م شود نتیجه بلافاصله م رسیم. فشرده مرتب فضاهای مورد در نتیجه چند به حال

صعودی) نوای (ی پایین نیمه پیوسته توابع از خانواده هر (نقطه وار) سوپریمم

fi : X → R

هاسدورف فضای ی درمورد است. صعودی) نوای (ی پایین نیمه پیوسته تابع ی نیز
است. پیوسته توابع از جهت دار خانواده ی سوپریمم ، پایین پیوسته نیمه تابع هر فشرده،

م شود: آورده فشرده مرتب فضاهای برای تعمیم اینجا در

نوای ی پایین نیمه پیوسته تابع هر باشد. فشرده مرتب فضای ی X کنید فرض .٣ . ٢ لم
پیوسته توابع از (fi) جهت دار خانواده ی نقطه وار سوپریمم ،g : X → R+ صعودی

است. fi : X → R+ صعودی نوای ی

انتخاب طوری را rای ی و x۰ ∈ X حال .g ∈ LSC↑
+(X) همواره کنید فرض برهان.

مجموعه ی U = [g > r] صورت این در ۰؛ ≤ r < g(x۰) و g(x۰) > ۰ که م کنیم
مرتب نرمال بطور فشرده، مرتب فضای ی ،٢ . ٢٩ قضیه به بنا است. x۰ شامل باز بالایی
دارد وجود f : X → [۰,۱] صعودی نوای ی تابع ،٢ . ٢٠ قضیه به بنا آنجا، از که است
شرط با و صعودی نوای ی r ·f تابع .f(x۰) = ۱ و f(x) = ۰ ،x /∈ U هر برای که بطوری
rf(x) = ۰ ≤ g(x) ،x /∈ U برای حقیقت، در است. پیوسته ،r · f ≤ g و rf(x۰) = r

x۰ هر برای را تابع چنین م توانیم که همچنان .rf(x) ≤ r < g(s) ،x ∈ U برای و
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نقطه وار سوپریمم g که م شود نتیجه بسازیم، ۰ ≤ r < g(x۰) و g(x۰) > ۰ شرط با
متناه سوپریمم گرفتن با است. نامنف صعودی نوای ی پیوسته حقیق توابع از خانواده ای

م آید. بدست موردنظر خصوصیات با جهت دار خانواده ی ، توابع چنین از

در مخروط ی ، نامنف صعودی نوای ی پیوسته حقیق توابع همه از C↑
+(X) مجموعه

و f۱ + f۲ ∈ C↑
+(X) که است واضح f۱, f۲ ∈ C↑

+(X) برای واقع، در است. C(X)

و f۱ · f۲ ضربی تابع بعلاوه، .rf ∈ C↑
+(X) نیز r ≥ ۰ حقیق عدد هر برای همچنین
است. C↑

+(X) مخروط به متعلق نیز ۱ ثابت تابع

مانند برداری فضای ی C↑
+(X) مخروط ،X فشرده مرتب فضای برای .٣ . ٣ لم

است. ال چ ،C(X) در سوپریمم نرم با متناظر که م کند تولید V = C↑
+(X)− C↑

+(X)

زیرجبر ی V که م شود نتیجه لم این از قبل شده داده توضیح از (ادواردز٣٠[۶]) برهان.
قبل لم اثبات در شده ذکر ناخبین نتایج از است. ۱ ثابت تابع شامل که است C(X) از

بطوری دارد وجود f ∈ C↑
+(X) مانند تابع ،X در x ≰ y اعضای برای که م شود نتیجه

را X نقاط V فوق، مطالب به بنا همچنین و C↑
+(X) بنابراین .f(y) = ۰ و f(x) = ۱ که

م شود. نتیجه استون‐وایراشتراس قضیه از لم، حال م کند. جدا

منتظم بورل اندازه های از M(X) مخروط ۴

عبارت به باشد بورل مجموعه های σ‐جبر ،B و فشرده هاسدورف فضای Xی کنید فرض
اندازه ی که م کنیم یادآوری Xباشد. باز مجموعه های زیر توسط شده تولید σ‐جبر ر، دی

که طوری به است m : B → R+ مانند تابع ،X روی بورل
،m(∅) = ۰ است: اکید m

m(A) +m(B) = m(A ∪B) باشند، مجزا و A,B ∈ B اگر است: جمع پذیر m

.m(∪nAn) = supnm(An) ،An ∈ B صعودی دنباله هر برای اگر است: σ‐پیوسته ،m
داخل منتظم اندازه ای، چنین م کنیم. محدود مثبت اندازه های به را خود که داریم توجه

٣٠Edwards
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باشیم داشته A بورل مجموعه  هر برای هرگاه م شود نامیده

m(A) = sup {m(K) : K ⊆ A, فشرده K} .

م کند: ایجاب را A بورل مجموعه  هر برای را خارج بودن منتظم فوراً ، داخل بودن منتظم

m(A) = inf {m(U) : A ⊆ U, باز U} .

کرد. خواهیم صحبت ساده تر بطور منتظم، بورل اندازه های مورد در ادامه در
،M(X) با را X روی منتظم بورل اندازه های همه مجموعه

M≤۱(X) با را m(X) ≤ ۱ شرط با بورل اندازه های همه زیرمجموعه
نشان M۱(X) با را m(X) = ۱ ر دی عبارت به احتمال، اندازه های زیرمجموعه و

م دهیم.
جمع ر، دی عبارت به است، R به B از توابع همه برداری فضای در مخروط ی M(X)

حقیق عدد هر ازای به rm الر اس ضرب همچنین و منتظم بورل اندازه دو m۱ + m۲

محدب M۱(X) و M≤۱(X) مجموعه های زیر است. منتظم بورل اندازه ی نیز r نامنف
وجود A بورل مجموعه  هر برای زیر بصورت طبیع ترتیبی رابطه ی M(X) روی هستند.

دارد:
m۱ ≤ m۲ iff m۱(A) ≤ m۲(A).

م شود، نامیده تصادف ترتیب که M(X) روی زیر ≺ رابطه ،X فشرده مرتب فضاهای برای
است: مفید ،U باز بالایی مجموعه  هر برای ما برای نیز

m۱ ≺ m۲ iff m۱(U) ≺ m۲(U).

است: آشنا و معمول لم ی زیر لم

g : X → کراندار پایین نیمه پیوسته تابع هر ،  m منتظم بورل اندازه ی با متناظر .١ . ۴ لم
داراست: نیز را زیر خواص که است

∫
fdm متناه انتگرال دارای و انتگرال پذیر R+

،r ∈ R+ هر و f, g ∈ LSC+(X) هر برای (i)∫
(f + g)dm =

∫
fdm+

∫
gdm,

∫
rfdm = r

∫
fdm,
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،LSC+(X) در (gi)i جهت دار خانواده هر برای (ii)∫
(sup

i
gi)dm = sup

i

∫
gidm,

باز، مجموعه های از (Ui)i جهت دار خانواده هر برای (iii)

m(∪iUi) = sup
i
m(Ui).

شود: تعریف زیر ریمان انتگرال توسط م تواند موردنظر ∫انتگرال
gdm =

∫ +∞

۰
m([g > r])dr.

م دهیم توضیح حال .( [١۴]٣٢ (کانی است انتگرال از شوکه٣١‐گونه تعریف تعریف، این
مجموعه ،r هر ازای به .g ∈ LSC+(X) کنید فرض است: منطق چرا تعریف این که

تابع دارد. m([g > r]) ∈ R+ اندازه ی و باز [g > r]

r 7→ m([g > r]) : R+ → R+

تابع این بنابراین g]؛ > r] = ∅ چون m([g > r]) = ۰ ،r ≥ ||g|| برای و صعودی نوای ی
ریمان انتگرال و است ریمان ∫انتگرال پذیر +∞

۰
m([g > r])dr

است. حقیق عدد ی است، [۰, ||g||] متناه بازه روی توسعه یافته انتگرال ی واقع در که
گرفت. نتیجه ریمان انتگرال خواص از م توان را بالا لم خواص حال

کراندار پیوسته ارزیابی های از V(X) مخروط ۵

باز بالایی مجموعه های همه مجموعه G = O↑ و فشرده، مرتب فضای ی X کنید فرض
نامیده ات‐)پیوسته (اس است، µ : G → R+ مانند تابع که G روی ارزیابی ی باشد.

باشیم داشته Ui ∈ G باز بالایی مجموعه های از جهت دار خانواده هر برای هرگاه م شود

µ(∪iUi) = sup
i
µ(Ui).

٣١Choquet
٣٢Konig
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ترتیب با را V(X) م دهیم. نشان V(X) با را G روی پیوسته ارزیابی های همه مجموعه
م کنیم مجهز م شود، تعریف ،U ∈ G باز مجموعه های همه برای زیر بصورت که تصادف

µ ≺ ν iff µ(U) ≤ ν(U).

نامنف الرهای اس از استفاده با ضرب ی و جمع ی همچنین پیوسته، ارزیابی های برای
م کنیم. تعریف (rµ)(U) = rµ(U) و (µ+ ν)(U) = µ(U) + ν(U) بصورت ،r

است). معمول اندازه نظریه در که همانطور ،۰ · (+∞) = ۰ که م کنیم قرارداد اینجا (در
،V(X) با را ،µ(X) < +∞ یعن کراندار، پیوسته ارزیابی های همه مجموعه

V≤۱(X) با را µ(X) ≤ ۱ ر، دی عبارت به زیر‐احتمال، ارزیابی های همه مجموعه
نشان V۱(X) با را µ(X) = ۱ ر، دی عبارت به احتمال، ارزیابی های همه مجموعه و

م دهیم.
اینکه و بوده R به G از توابع همه برداری فضای در مخروط ی V(X) که داریم توجه

هستند. محدب زیرمجموعه های V۱(X) و V≤۱(X)

م توانیم ،g : X → R+ کراندار پایین نیمه پیوسته حقیق مقدار تابع به توجه با
کراندار صعودی نوای ی پایین نیمه پیوسته تابع ی انتگرال ،µ پیوسته ارزیابی با متناظر
[g > r] = g−۱(]r,+∞]) نگاره پیش ،r هر برای همواره کنیم. تعریف را g : X → R+

خوش تعریف نامنف حقیق عدد ی µ([g > r]) بنابراین است. باز بالایی مجموعه ی
بالایی نیمه پیوسته و نزول نوای ی r 7→ µ([g > r]) : R+ → R+ تابع این، بر علاوه است.
است. خوش تعریف حقیق عدد ی ،

∫ +∞
۰ µ([g > r])dr آن، ریمان انتگرال بنابراین است.

همان طور است، یافته توسعه [۰, ||g||] متناه بازه روی فقط انتگرال، واقع در که کنید توجه
م کنیم تعریف .µ([g > r]) = ۰ ،r ≥ ||g|| برای ∫که

gdµ :=

∫ +∞

۰
µ([g > r])dr.

گرفت: نتیجه را زیر خواص م توان نوا، ی توابع برای ریمان انتگرال خواص از حال

است، صعودی نوای ی (µ, f) 7→
∫
fdµ : V(X) × LSC↑

+ → R+ نگاشت .١ . ۵ لم
خط جداگانه بطور مؤلفه هایش، دو از ی هر در و م کند حفظ را جهت دار سوپریمم

است.
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و I(f, µ) =
∫
X
fdµ که م کنیم فرض است. خسته کننده اما سرراست، اثبات برهان.

پایین نیمه پیوسته توابع همه مجموعه عضو f ر، دی عبارت به باشد؛ f ∈ LSC(X,R+)

آمده [١۶] در که م آوریم را زیر لم ابتدا باشد. µ, ν ∈ V(X) همچنین و باشد R+ به X از
است:

بنابراین و بوده ات‐پیوسته اس مؤلفه هایش، از ی هر ,I(fدر µ) =
∫
X
fdµ تابع .٢ . ۵ لم

ات‐پیوسته اس ،R بتوی LSC(X,R+)× V(X) حاصلضرب روی ات اس توپولوژی از
است.

نوشت م توان فوق مطالب به بنا .١ . ۵ لم اثبات اما

fµ+ν(r) = (µ+ ν)
(
f−۱ (]r,∞])

)
= µ

(
f−۱ (]r,∞])

)
+ ν

(
f−۱ (]r,∞])

)
= fµ(r) + f ν(r)

، نامنف توابع برای ناسره ریمان انتگرال جمع پذیری خاصیت به بنا بنابراین ∫و
X

fd(µ+ ν) =

∫ ∞

۰
fµ+ν(r)dr =

∫ ∞

۰
fµ(r)dr +

∫ ∞

۰
f ν(r)dr

=

∫
X

fdµ+

∫
X

fdν.

م کند. ثابت را بودن ن هم مشابه، استدلال است. جمع پذیر نظر، مورد نگاشت بنابراین
هر f, g, µ اگر .µ ∈ V(X) و f, g ∈ LSC(X,R+) کنید فرض ر، دی طرف از
بودن خط خاصیت به بنا اول، مؤلفه در بودن ن هم و جمع پذیری آنگاه باشند کراندار سه
نباشند، کراندار f, g ول کراندار µ اگر م شود. نتیجه ٢ . ٩ گزاره و ریمان‐اشتیلیس انتگرال
کراندار) بنابراین (و ساده توابع از کانون دنباله های از استفاده با م توان را جمع پذیری آنگاه

به توجه با همچنین و ،f, g به را هم

I(f + g, µ) = sup {I(fn + gn, µ) : n ∈ N}

= sup {I(fn, µ) : n ∈ N}+ sup {I(gn, µ) : n ∈ N}

= I(f, µ) + I(g, µ),

٢ . ۵ لم و dcpo‐مخروط خاصیت از آخری و اول تساوی آن، در که گرفت نتیجه
دنباله های بودن جهت دار و کراندار توابع روی جمع پذیری خاصیت از وسط تساوی و

است. شده نتیجه ،I(gn, µ) و I(fn, µ)
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نظر در µ سوپریمم با µn کراندار ارزیابی های از جهت داری دنباله نباشد، کراندار µ اگر
داریم: قبل قسمت به توجه با آنگاه م گیریم؛

I(f + g, µ) = sup {I(f + g, µn) : n ∈ N}

= sup {I(f, µn) : n ∈ N}+ sup {I(g, µn) : n ∈ N}

= I(f, µ) + I(g, µ),

م شود. نتیجه مشابه بطور اول، مؤلفه در بودن ن هم

م بریم: ار ب زیر لم اثبات برای را لم این از قسمت ادامه، در

از (µj)j∈J تور برای باشد. فشرده مرتب فضای ی (X,O,≤) کنید فرض .٣ . ۵ لم
معادلند: زیر ام اح ،G = O↑ روی µ کراندار پیوسته ارزیابی و کراندار پیوسته ارزیابی های

µ(U) ≤ lim infj µj(U) ،U باز بالایی مجموعه هر برای (i)∫
fdµ ≤ lim infj

∫
fdµj ،f ∈ C↑

+(X) هر برای (ii)

.
∫
gdµ ≤ lim infj

∫
gdµj ،g ∈ LSC↑

+(X) هر برای (iii)

تابع چون است برقرار نیز (i) ⇐ (iii) علاوه به است. برقرار (ii) ⇐ (iii) واضحاً برهان.
همچنین و است صعودی و پایین پیوسته نیمه U باز بالایی مجموعه هر از χU مشخصه

ی سوپریمم g ∈ LSC↑
+(X) هر ،٣ . ٢ لم به بنا (iii) ⇐ (ii)اثبات برای .

∫
χUdµ = µ(U)

فرض طبق آخر در و است. fi : X → R+ صعودی نوای ی پیوسته توابع از جهت دار خانواده
lim infj

∫
fidµj ≤ ،i هر برای لذا fi ≤ g چون .

∫
fidµ ≤ lim infj

∫
fidµj داریم (ii)

آنجا از که ،lim infj
∫
gdµj∫

gdµ =

∫
sup
i
fidµ = sup

i

∫
fidµ ≤ sup

i
lim inf

j

∫
fidµj

که کردیم استفاده واقعیت این از که داریم توجه است. نظر مورد هدف همان که
روش با (iii) ⇐ (i) م کند. حفظ را جهت دار سوپریمم ،١ . ۵ لم به بنا f 7→

∫
fdµ

از زیر gn صعودی دنباله سوپریمم g ∈ LSC↑
+(X) هر که حقیقت این از استفاده با و مشابه
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م شود: اثبات است، باز بالایی مجموعه های از مشخصه توابع از متناه خط ترکیب های

gn =
۱
۲n

n۲n∑
i=۱

χ[g> i
۲n ] .

م دهد: بدست را زیر نتیجه ، قبل لم یریم، ب نظر در را µ = ν ثابت تور اگر

پیوسته ارزیابی های برای باشد. فشرده مرتب فضای ی (X,O,≤) کنید فرض .۴ . ۵ نتیجه
معادلند: زیر ام اح ،O روی ν و µ

.µ(U) ≤ ν(U) ،U باز بالایی مجموعه هر ازای به ر دی عبارت به ،µ ≺ ν (i)∫
fdµ ≤

∫
fdν ،f ∈ C↑

+(X) هر ازای به (ii)

.
∫
gdµ ≤

∫
gdν ،g ∈ LSC↑

+(X) هر ازای به (iii)

C(X) روی مثبت خط تابع های از C∗
+(X) مخروط ۶

فضای دوگان همچنین باشد. فشرده مرتب فضای ی بخش، این سراسر در ،X کنید فرض
سوپریمم‐نرم به نسبت و X باناخ فضای روی ،C(X) پیوسته، حقیق توابع همه برداری
کراندار خط تابع های همه برداری فضای ر دی عبارت به م دهیم. نشان C∗(X) با را
روی φ خط تابع ی که م کنیم یادآوری م دهیم. نشان C∗(X) با را C(X) روی φ

تابع هر .φ(f) ≥ ۰ باشیم داشته f ∈ C(X) هر برای هرگاه م شود نامیده مثبت ،C(X)

کراندار خط تابع هر و بوده کراندار سوپریمم‐نرم، به نسبت C(X) روی مثبت خط
است. نمایش قابل مثبت، خط تابع دو تفاضل بصورت C(X) روی

،C∗
+(X) با را φ ∈ C∗(X) مثبت خط تابع های همه مثبت مخروط اینجا در

C∗
≤۱(X) با را φ(۱) ≤ ۱ شرط با مثبت خط تابع های از محدب زیرمجموعه

C∗
۱(X) با را φ(۱) = ۱ شرط با مثبت خط تابع های از محدب زیرمجموعه و

م دهیم. نشان
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ترتیب ، اول ترتیب دارد: وجود ترتیب نوع دو C∗(X) دوگان فضای با ارتباط در
ر دی عبارت به است، C+(X) مثبت مخروط از استفاده با شده داده معمول

φ ≤ ψ iff ψ − φ ∈ C∗
+(X) iff φ(f) ≤ ψ(f), ∀f ∈ C+(X),

نوای ی پیوسته توابع از C↑
+(X) مخروط از استفاده با شده داده تصادف ترتیب ، دوم ترتیب

ر، دی عبارت به است، نامنف کراندار صعودی

φ ≺ ψ iff φ(f) ≤ ψ(f), ∀f ∈ C↑
+(X).

م باشد. نیز پادمتقارن ،≺ که م بینیم ادامه در است. متعدی و بازتابی ≺ که است واضح
توپولوژی، اولین م گیریم. نظر در توپولوژی نوع دو ،C∗(X) دوگان برداری فضای درمورد

نگاشت های که توپولوژیی ضعیف ترین ر دی عبارت به است، ضعیف*‐توپولوژی

φ→ φ(f) : C∗(X) → R

باشند. پیوسته f ∈ C+(X) هر ازای به
ضعیف ترین تعریف، طبق که م شود نامیده ضعیف**‐توپولوژی توپولوژی، دومین

نگاشت های که بطوری است C∗(X) روی توپولوژی

φ→ φ(f) : C∗(X) → R

درشت تر ضعیف**‐توپولوژی بنابراین، باشند. پیوسته f ∈ C↑
+(X) هر ازای به فقط

اکیداً ضعیف**‐توپولوژی ،C∗(X) روی است. ضعیف**‐توپولوژی از (ضعیف تر)
است. ضعیف*‐توپولوژی از درشت تر

داریم: X فشرده مرتب فضای برای .١ . ۶ گزاره

است. هاسدورف ‐توپولوژی، ** ضعیف و بوده پادمتقارن همواره ≺ تصادف ترتیب (١)

‐بسته اند. * ضعیف ،C∗(X) روی ≺ تصادف ترتیب و ≤ معمول ترتیب (٢)

‐فشرده اند. * ضعیف محدب مجموعه های ،C∗
۱(X) و C∗

≤۱(X) زیرمجموعه های (٣)

م کنند. مطابقت هم با C∗
+(X) روی ‐توپولوژی * ضعیف و ‐توپولوژی ** ضعیف (۴)
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توپولوژی های از ی یا ≻و تصادف ترتیب به ∗Cنسبت
۱(X) ∗Cو

≤۱(X)مجموعه های (۵)
هستند. فشرده محدب مرتب فضاهای ضعیف،

بوسیله شده تولید V برداری فضای آنگاه باشد، فشرده مرتب فضای Xی اگر (١) برهان.
در نواخت ی بطور ،٣ . ٣ به بنا ، نامنف صعودی نوای ی پیوسته توابع از C↑

+(X) مخروط
و بوده پادمتقارن همواره ≺ که م کند ایجاب این و است ال چ C(X)

باشد. هاسدورف ضعیف**‐توپولوژی،
که باشند کرانداری خط تابع های از تورهایی ψj و φj کنید فرض (٢)
به آنگاه .φj ≺ ψj ،j هر برای که بطوری باشند ψ و φ به ترتیب به را *‐هم ضعیف
ترتیب به ψj(f) و φj(f) چون همچنین و φj(f) ≤ ψj(f) داریم f ∈ C↑

+(X) هر ازای
.φ ≺ ψ آنجا از که ،φ(f) ≤ ψ(f) که م گیریم نتیجه لذا هستند، را هم ψ(f) و φ(f) به

است. مشابه ،≤ ترتیب برای اثبات
است فشرده فشرده، مجموعه ی بسته زیرمجموعه هر که واقعیت این از استفاده با (٣)

م شود. ثابت ٣٣ آلااغلو قضیه از مستقیم استفاده و
درشت تر و هاسدورف (١) به بنا C∗

≤۱(X) به شده محدود ‐توپولوژی ** ضعیف (۴)
توپولوژی که آنجا از است. فشرده C∗

≤۱(X) روی که بوده ‐توپولوژیی * ضعیف از
‐ * ضعیف لذا باشد، فشرده توپولوژی از درشت تر اکیداً که ندارد وجود هاسدورف
و توپولوژی
C∗

+(X) چون طرف از م کنند. مطابقت هم با C∗
≤۱(X) روی ‐توپولوژی ** ضعیف

دو چون نیز و است خودش ،n ∈ N ،nC∗
<۱(X) باز مجموعه های زیر اجتماع با برابر

با نیز C∗
+(X) روی لذا م کنند، مطابقت هم با باز زیرمجموعه های این روی فوق توپولوژی

م کنند. مطابقت هم
،C∗

۱(X) و C∗
≤۱(X) ،(٣) به بنا لذا است بسته (٢) به بنا ≺ رابطه که آنجا از (۵)

هر که واقعیت این از استفاده و (۴) به بنا لذا و ‐فشرده اند * ضعیف محدب مجموعه های
م شود. ثابت م ح است، فشرده فشرده، مجموعه ی بسته زیرمجموعه

ی م شود، تعریف f 7→ f(x) بصورت که δx
دیراک٣۴ تابع ،x ∈ X هر برای

ی x 7→ δx هاسدورف، فشرده فضای ی برای است. C(X) روی مثبت خط تابع
٣٣Alaoglu
٣۴Dirac
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واقع، در است. ‐توپولوژی * ضعیف به مجهز C∗(X) به X فضای از توپولوژی نشاننده
هستند. C∗

۱(X) حدی نقاط دقیقاً δx تابع های
داریم: بعلاوه

تابع ،x ∈ X هر با متناظر باشد. فشرده مرتب فضای ی X کنید فرض .٢ . ۶ گزاره
به مجهز C∗(X) به X فضای از توپولوژی و ترتیبی نشاننده ی ،δx دیراکش،

م دهد. نتیجه را ،≺ تصادف ترتیب و ‐توپولوژی ** ضعیف

هر برای آنگاه ،x ≤ y اگر داریم. ترتیبی نشاننده ی که دهیم نشان فقط کافیست برهان.
ر دی طرف از .δx ≺ δy آنجا از که ،δx(f) = f(x) ≤ f(y) = δy(f) داریم ،f ∈ C↑

+(X)

بطوری f ∈ C↑
+(X) ی دارد وجود اوریسون سازی جدا قضیه به بنا آنگاه ،x ≰ y اگر

درنتیجه و δx(f) = ۱ ≰ ۰ = δy(f) ر، دی عبارت به ،f(y) = ۰ اما f(x) = ۱ که
.δx ⊀ δy

اصل نتایج ٧

منتظم، بورل اندازه های از M(X) مخروط مخروط، نوع سه روی ما قبل، بخش سه در
مثبت خط تابع های از C∗

+(X) مخروط و کراندار پیوسته ارزیابی های از V(X) مخروط
،X فشرده مرتب فضای ی برای که داد خواهیم نشان حال کردیم. بحث ،C(X) روی
ریخت ها، ی این که م دهیم نشان همچنین و هستند ریخت ی هم با مخروط ها، این همه
شد، تعریف مخروط ها این از کدام هر برای که ≺ تصادف ترتیب برای ترتیبی ریخت های ی

هستند. نیز
بورل اندازه هر که م کنیم مشاهده م کنیم. تعریف V(X) به M(X) از نگاشت ی ابتدا
مجموعه های از G مجموعه روی را پیوسته ارزیابی ی ،X مرتب فضای ی mروی منتظم
جمع پذیر خاصیت از و m(∅) = ۰ همواره م کند. القا G به m تحدید با تنها باز، بالایی
است نوا ی پیوسته و مدولار بورل، مجموعه های روی m که م شود نتیجه m بودن متناه
م شود. نتیجه (٣)٣ . ٣ از m|G بودن پیوسته است. ارزیابی ی m|G که م شود نتیجه که
جمع، عمل نگاشت، این آید. م بدست m 7→ m|G : M(X) → V(X) نگاشت بنابراین
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م شود، نتیجه تعاریف از فوراً راکه ≺ تصادف ترتیب و ، نامنف الرهای اس با ضرب عمل
داریم: رابطه این در م کند. حفظ را

روی m منتظم بورل اندازه هر برای باشد. فشرده مرتب فضای ی X کنید فرض .٧ . ١ لم
بوده، کراندار پیوسته ارزیابی ی باز، بالایی مجموعه های از G مجموعه به آن تحدید ،X

نگاشت و
M : m 7→ m|G : M(X) → V(X)

است. صعودی نوای ی ،≺ تصادف ترتیب با متناظر و بوده خط

ی به نسبت انتگرال گیری م کنیم. تعریف C∗
+(X) به M(X) از نگاشت ی حال

مثبت خط تابع ی ،m منتظم بورل اندازه

ψm : f 7→
∫
fdm

ی برای است. خط m 7→ ψm : M → C∗
+(X) علاوه، به م کند. تعریف C(X) روی

م کند بیان ببینید) را [١٨] مثال، عنوان (به ریس٣۵ نمایش قضیه فشرده، هاسدورف فضای
که:

مثبت خط تابع هر برای آنگاه باشد. فشرده هاسدورف فضای Xی کنید فرض .٧ . ٢ لم
که بطوری دارد وجود m تای ی منتظم بورل اندازه ،C(X) روی φ

φ(f) =

∫
fdm, ∀f ∈ C(X)

نگاشت نتیجه، در و
ψ : m 7→ ψm : M(X) → C∗

+(X)

است. مخروط ها از ریخت ی ی

مشابه نیز حالت این در م کنیم. تعریف C∗
+(X) به V(X) از نگاشت ی آخر در حال

مجموعه های از G گردایه روی µ پیوسته ارزیابی هر که دهیم نشان م خواهیم اندازه ها،
م کند. تعریف C(X) روی مثبت خط تابع ی باز، بالایی

٣۵Riesz Representation Theorem
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µ کراندار پیوسته اندازه هر برای باشد. فشرده مرتب فضای ی X کنید فرض .٧ . ٣ لم
روی φµ تای ی مثبت خط تابع ی باز، بالایی مجموعه های از G = O↑ مجموعه روی
همچنین .φµ(f) =

∫
fdµ داریم f ∈ C↑

+(X) هر برای که بطوری دارد وجود C(X)

نگاشت
φ : µ 7→ φµ : V(X) → C∗

+(X)

است. ≺ تصادف ترتیب برای ترتیبی نشاننده ی و بوده خط

h = f۱−f۲ ازای به است. خط C↑
+(X) روی f 7→

∫
fdµنگاشت ،١ . ۵ لم به بنا برهان.

ی کار این .φµ(h) =
∫
f۱dµ −

∫
f۲dµ م کنیم تعریف ،f۱, f۲ ∈ C↑

+(X) آن در که
کند. م تعریف V = C↑

+(X) − C↑
+(X) برداری فضای روی خوش تعریف خط تابع

حقیقت در .φµ(h) ≥ ۰ ،h ∈ V نامنف تابع هر ازای به زیرا است مثبت ، خط تابع این
نتیجه در و

∫
f۲dµ ≤

∫
f۱dµ آنجا از که ،f۲ ≤ f۱ آنگاه ،h = f۱ − f۲ ≥ ۰ اگر

.φµ(h) =
∫
f۱dµ−

∫
f۲dµ ≥ ۰

به نسبت V روی مثبت خط تابع ی آنگاه باشد، V به متعلق ۱ ثابت تابع چنانچه
واقع در است کراندار سوپریمم‐نرم،

∥φµ ∥= φµ(۱) =
∫

۱dµ = µ(X).

توسیع ی φµ لذا است ال چ نواخت ی بطور ٣ . ٣ لم به بنا C(X) در V که همان طور
م دهیم. نشان φµ با دوباره را توسیع این دارد؛ C(X) روی مثبت خط تابع ی به تا ی
بودن خط خاصیت از م آوریم. بدست را µ 7→ φµ : V(X) → C∗

+(X) نگاشت بنابراین
µ 7→ φµ نگاشت م شود نتیجه ببینید) را ١ . ۵ (لم اول مؤلفه در (µ, f) 7→ fdµ نگاشت
ترتیب به نسبت ترتیبی نشاننده ی نگاشت این که م شود نتیجه ۴ . ۵ نتیجه از است. خط

است. تصادف

داریم را زیر نمودار ،X فشرده مرتب فضای برای حال
m کنید فرض حقیقت در .ψ = φ ◦M ر، دی عبارت به است، جابجایی نمودار این
.ψm = φµ که کنیم ثابت باید .µ =M(m) = m|G و Xباشد روی منتظم بورل اندازه ی
از که ،

∫
fdm =

∫
fdµ که م دهند نشان ۵ و ۴ بخش در انتگرال ها به مربوط فرمول های

برداری فضای که آنجا از .ψm(f) = φµ(f) که م شود نتیجه f ∈ C↑
+(X) هر برای آنجا،
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که م گیریم نتیجه لذا است ال چ C(X) در نواخت ی بطور C↑
+(X) بوسیله شده تولید

.ψm = φµ

کنیم: خلاصه را مطالب م توانیم حال

باشد. فشرده مرتب فضای ی (X,O,≤) کنید فرض .۴ . ٧ قضیه

بالایی مجموعه های از G = O↑ گردایه روی شده تعریف µ کراندار پیوسته ارزیابی هر (i)
یابد. گسترش تا، ی بطور X روی µ منتظم بورل اندازه ی به م تواند باز،

به نسبت ،µ 7→ φµ : V(X) → C∗
+(X) و µ 7→ µ : V(G) → M(X) نگاشت های (ii)

ترتیبی ریخت های ی و مخروط ها، از ریخت هایی ی مربوطه، ≺ تصادف ترتیب های
نگاشته ترتیب به M≤۱(X) و C∗

≤۱(X) بروی V≤۱(X) محدب زیرمجموعه هستند.
م شود. نگاشته M۱(X) و C∗

۱(X) بروی ترتیب به V۱(X) و م شود،

نگاشت های آن، برای که توپولوژیی ضعیف ترین و ≺ تصادف ترتیب با متناظر (iii)
زیرمجموعه های هستند، پیوسته f ∈ C↑

+(X) هر برای µ 7→
∫
fdµ : V(X) → R

هستند. فشرده مرتب فضاهای V۱(X) و V≤۱(X)

توپولوژی ،δx نقطه ای ارزیابی به x ∈ X هر شدن نگاشته  با ،X فشرده مرتب فضای (iv)
است. V۱(X) در ترتیبی شده نشانده و

با ،V۱(X) و V≤۱(X) فشرده مرتب فضاهای باز بالایی مجموعه های گردایه (v)
مجموعه های همه ازای به µ 7→ µ(U) نگاشت های آن، برای که توپولوژیی ضعیف ترین

م شوند. منطبق هستند، پایین نیمه پیوسته U ⊆ X باز بالایی

مثبت خط تابع ی ،G روی µ کراندار پیوسته ارزیابی ی که دیدیم ٧ . ٣ لم در (i) برهان.
.φµ(f) =

∫
fdµ باشیم داشته f ∈ C↑

+(X) هر برای که بطوری م کند تعریف φµ تای ی
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برای که بطوری دارد وجود µ تای ی منتظم بورل اندازه ،٧ . ٢ و ریس نمایش قضیه به بنا
که است تایی ی منتظم بورل اندازه µ بنابراین، .φµ(f) =

∫
fdµ داریم f ∈ C(X) هر

مشخصه تابع ،U باز بالایی مجموعه ی برای .
∫
fdµ =

∫
fdµ ،f ∈ C↑

+(X) هر برای
توابع جهت دار خانواده نقطه وار سوپریمم χU ،٣ . ٢ لم به بنا است. پایین نیمه پیوسته ،χU

بنابراین است. fi ∈ C↑
+(X)

µ(U) =

∫
χUdµ = sup

i

∫
fidµ = sup

i

∫
fidµ =

∫
χUdµ = µ(U)

سوپریمم f 7→
∫
fdµ و f 7→

∫
fdµ که کرده ایم استفاده واقعیت این از اینجا (در

م کند. ثابت را (i) این ببینید)). را ١ . ۵ و ١ . ۴ م کنند( حفظ را جهت دار خانواده های
φ که م گیریم نتیجه لذا است، دوسویی ψ ،٧ . ٢ به وبنا ،ψ = φ ◦M که آنجا از (ii)
نتیجه لذا است، ی به ی لذا و ترتیبی نشاننده ی ٧ . ٣ به بنا φ که آنجا از است. پوشا

است. دوسویی نیز M لذا ،M = ψ ◦ φ−۱ چون و هست نیز دوسویی ،φ که م گیریم
م شود. نتیجه (ii) از استفاده با و ١ . ۶ گزاره از (iii)

م شود. نتیجه ٣ . ۵ لم از (v) و ،٢ . ۶ از (iv)

[١۵] لاوسون به مربوط (i) قسمت شده اند. ثابت قبلا قبل، قضیه مختلف قسمت های
دامنه های که داده اند نشان [١٣] س٣۶ تی و جانگ لاوسون، فشرده دامنه های برای است.
قسمت از خاص حالت این هستند. لاوسون فشرده باز، ،V۱(X) و V≤۱(X) احتمال توان
≺ ترتیب که است برده پی ،[٣ ،۴] ٣٧ آلوارز‐مانیلا ام. همچنین است. قبل قضیه (iii)

دی.ای. توسط این از پیش که احتمال، اندازه های تصادف ترتیب با بیشتر ارزیابی ها، برای
فضای برای که است داده نشان او .[۶] دارد ارتباط شده، مطرح ١٩٧٠ سال در ادوارد
قضیه از (v) قسمت هستند. فشرده مرتب فضاهای ،M۱(X) و M≤۱(X) ،X فشرده مرتب
و V≤۱(X) احتمال توان های دامنه ،X پایدار فشرده فضای ی برای که م کند ایجاب
شده ثابت آلوارز‐مانیلا توسط همچنین امر این باشند. پایدار فشرده دوباره باز V۱(X)

.[۴] است

٣۶Jung and Tix
٣٧M.Alvarez-Manilla
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